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VORREDE. 



Die ses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni- 
versitäts- Vorträgen, welche ich in Königsberg, Hallo und 
Heidelberg über die analytische Geometrie des Raumes ge- 
halten habe, um meine Zuhörer in die analytisch - geome- 
-trischen Theorien einzuführen, und sie zu selbstständigen Un- 
tersuchungen in diesem Gebiete zu veranlassen. 

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Diffe- 
rential-Rechnung voraus. Zwar findet man am Ende der 
21., 22- juid 23- Vorlesung einige Integral -Fonnein von 
Lame und von Jacobi, jedoch lassen sich diese Stellen 
ohne Beeinträchtigung des Zusammenhanges auch über- 
gehen. Um aus der Geometrie der Kegelschnitte nichts 
mehr als die Elemente vorauszusetzen, ist in der 21. Vor- 
lesung das analytische Problem der Ilauptaxen der Kegel- 
schnitte im Zusammenhänge mit den dfcnfocalen Kegel- 
schnitten und den tdliptischen Coordinaten nachgetragön 
worden. 

Die Symmetrie neben der Dualität der Behandlungs- 
weisc, welche sich mit ihren Consequenzen durch das ganze 
Buch hindurchzieht, wird zur leichteren Auffassung erheb- 
lich beitragen, und dasselbe vorzugsweise als ein Lehrbuch 
der genannten Discijilin empfehlen. 
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Die Aufgabe der analytischen C.eoinetrie ist eine vierfache. 
Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen ersetzen, 
zweitens transforiuirt sie diese Gleichungen in Formen, die sich 
für die geometrische Deutung eignen, drittens vermittelt sie den 
Uebergang von den transformirten oder gegebenen Gleichungen 
zu den ihnen entsprechenden Figuren. Da die transformirten 
Gleichungen aber aus den durch die Figur gegebenen Gleichun- 
gen folgen, so ist auch das geometrische. Bild der Iransfonoirten 
Gleichungen, das ist eine zweite Figur, eine Folge der gegebe- 
nen. Diese Folgerung einer zweiten Figur aus einer gegebenen 
nennt inan einen geometrischen Salz. Sie lehrt also viertens mit 
Hülfe des Caiculs auch geoinelrische Sätze folgern. 

Als Hülfsmittel zu den genannten Zwecken dient das Coor- 
dinalen - System von Cartesius. Im engeren Sinne versteht 
man darunter drei auf einander senkrecht stehende feste Ebenen, 
Goor di na ten -Ebenen. Die Schnittlinien je zweier von ihnen 
heissen Coordinaten-Axen. Der den drei Coordinaten-Axen 
gemeinschaftliche Punkt wird der Anfangs-Punkt des Syste- 
mes genannt. 

Die drei von einem gegebenen Punkte auf die Coordinaten- 
Ebenen gefällten Lothe, Co ordinalen des Punktes, sind durch 
die Lage des Punktes bestimmt. Ilmgekehrt wird die Lage des 
Punktes durch diese Lothe unzweideutig bestimmt sein, wenn 
nicht allein die Grösse, sondern auch die Dichtung dieser, den 
Coordinateuaxen parallelen Lothe gegeben ist. 

Hesse. Analyl. Geotuelr. 1 
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l'm die Richtung der genannten Lothe zu doliniren, .denke 
man sieh , dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei vom 
Koordinatenanfangspunkte naeli entgegengesetzten Richtungen aus- 
gehenden Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine , gleichviel 
welche, wird als die positive, die andere als alie negative Rich- 
tung der Koordinatenaxe angenommen. So oft nun eines der drei 
Lothe der Richtung der ihm parallelen Kordinatenaxe entgegen- 
gesetzt ist, erhält es das positive Vorzeichen, im anderen Falle 
das negative. Nach diesen Festsetzungen hat jeder Punkt des 
Raumes seine bestimmten jCoordinaten , und jede drei reellen 
Grössen können als die Koordinaten eines bestimmten Punktes 
angesehen werden. 

Die Koordinaten eines beliebigen Punktes im Räume be- 
zeichnet man mit den Buchstaben x, y , j. Die ihnen paral- 
lelen Coordinateuaxen werden respective die .r Axe , die y Ave, 
die t Axe genannt. Die Coordinatcnehenen endlich werden durch 
zwei der genannten Buchstaben bezeichnet nach den Koordinaten- 
axen, welche in ihnen liegen. 

Man kann aber die Koordinaten eines gegebenen Punktes 
noch auf eine zweite Art bestimmen, die in manchen Fällen den 
Vorzug verdient vor der angegebenen Bestiinmungsweise. Fällt 
man nämlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte auf 
die drei Koordinatenaxen , so sind die Abschnitte auf den Coor- 
dinatenaxen vom Anfangspunkte des Systems gerechnet den Koor- 
dinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass diese Ab- 
schnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven Seite der Axen, 
dagegen negativ auf der negativen Seite. Es steht daher auch 
frei dies*- Abschnitte als die Koordinaten des Punktes zu betrachten. 

Sind demnach n, b. r die Koordinaten eines gegebenen Punk- 
tes im Raume, so sind die drei Bleichungen: 

der analytische Ausdruck des Puuktis , und umgekehrt ist ein 
gatrz bestimmter Punkt des Raumes das geometrische Bild für 
diese 3 Bleichungen in der Voraussetzung, dass «, b, r gegebene' 
reelle Brüssel) bedeuten. Dieser Punkt liegt in der y z Ebene 
wenn a — o , er liegt in der : Axe wenn a = b = o , er 
ist endlich der Anfangspunkt des Koordinatensystems wenn 
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Wenn also ein bestimmter Punkt im Raume das geometrische 
Bild ist jener drei Cleichungeu , .so drängt sirli zunächst die Krage 
auf, welches das geometrische Bild sei einer dieser Bleichungen, 
zum Beispiel der Bleichung: 

x = fl. 

Die Coordiuaten x,y, z aller Punkte, die in einer der yz Ebene 
parallelen und von ihr um den Abstand a entfernten Ebene lie- 
gen. genügen dieser Bleichung und umgekehrt alle Punkte, de- 
ren Coordinaten dieser Bleichung genügen , liegen in der genann- 
ten Ebene. Aus diesem Grunde wird die angegebene Bleichung 
die Gleichung jener Ebene genannt. Sie ist der analytische Aus- 
druck für die Ebene, weil die Coordinaten aller Punkte in ihr 
der Bleichung genügen, und die Ebene ist das geometrische Bild 
der Bleichung, weil alle Punkte, deren Coordinaten der Gleichung 
genügen, in der genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind 
y = b um) z = c die Bleichungen zweier Ebenen, die von 'den 
Conrdinatenehencn zx mul xy um b und c ahstehen und ihnen 
parallel sind. 

Die Coordinaten aller Punkte der Schnittlinie der. beiden 
Ebeneu y=b und z=c genügen zugleich den beiden Cleichuqgen: 

y —b, z = c 

und umgekehrt alle Punkte, deren Coordinaten den beiden Blei- 
chungen zu gleicher Zeit genügen, liegen in jener Linie. Diese 
beiden Gleichungen sind daher der analytische Ausdruck für jene 
Linie und umgekehrt. Die angegebenen beiden Bleichungen , 
nennt man daher die Bleichungen der geraden Linie, in welcher 
sich die beiden Ebenen schneiden. 

Wenn man diese Betrachtungen ausdehnt, so sieht man, dass 
eine Bleichung zwischen den Coordinaten x, y, z efnes Punktes 
das Aequivalent ist für eine räumliche Fläche, Oberfläche; dass 
zwei Bleichungen derselben Art eine Cnrve, die Schnittrurve der 
beiden Oberflächen darstellen, von denen jede durch eine der 
genannten Gleichungen ansgedrückt ist; dass endlich drei Blei- 
chungen analytisch diejenigen Punkte darstellen, in welchen sich 
die drei durch die drei Bleichungen äusgedrürkten Oberflächen 
schneiden. 

1 * 
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Die Goordinaten eines Punktes sind auch unzweideutig dureh 
irgend drei lineare Gleichungen. zwischen tlieseu Coordinaten be- 
stininit. Die geumetrisrhe liedeutung einer dieser linearen Glei- 
chungen ist die zunächst liegende Frage, deren Beantwortung in 
der nächstfolgenden Vorlesung erfolgen soll, nachdem wir einige 
Fundaniental-Sätze und -Aufgaben vorausge'schiekt haben, die hier 
und in der analytischen Geometrie überhaupt von häufiger An- 
wendung sind. 

(l) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten ge- 
raden Linie auf eine unbegrenzte andere ist 
gleich der begrenzten geraden Linie mullijili- 
cirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels bei- 
der geraden Linien. 

. Wenn man von den Endpunkten einer begrenzten geraden 
Linie Lothe füllt auf eine unbegrenzte, so ist das zwischen den 
Fiisspunkten der Lothe liegende Stück der unbegrenzten geraden 
Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle, der eine 
Begrenzungspiinkl der .erstem in der unbegrenzten geraden Linie 
liegt . ist der angegebene Satz nichts anderes als der Ausdruck 
der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks durch die Hypothenuse 
und den eingeschlossenen Winkel. Fm den Satz auf diesen Fall 
zurückzuführcn, lege man zwei Ebenen durch die Endpunkte der 
begrenzten geraden Linie, senkrecht gegen die unbegrenzte ge- 
rade Linie. Das zwischen diesen Ebenen liegende Stück der un- 
begrenzten geraden Linie wird die gesuchte senkrechte Projection 
sein. Ihr gleich sind alle durch die beiden Ebenen begrenzten 
Stücke der mit der unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wählt 
man aber unter diesen parallelen Linien gerade die, welche durch 
einen Endpunkt der begrenzten Linie geht, und nimmt für die 
senkrechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stück 
dieser Linie, so hat man den erwähnten Fall. Denn mau nennt 
Neigungswinkel zweier gegebenen geraden Linien, die sich nicht 
schneiden, den Winkel, der durch zwei gerade Linien gebildet 
wird, die den gegebenen parallel von ein und demselben Punkte 
ausgehen. Das sind hier die, begrenzte gerade Linie und die 
mit der unbegrenzten parallele!« Linie, welche durch den einen 
Endpunkt der ersteren geht. 
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(2) ... Die senkrechte Projection einer begrenzten 

Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem 
Flächen Inhalte uach gleich dem Flächeninhalte 
der begrenzten Ebene null tiplirrrt mit dein Co- 
sinus des Neigungswinkels beider Ebenen. 

Wenn man von sämintlichen Begrenzungspunkten einer be- 
grenzten Ebene Lotlie fällt auf eine andere' unbegrenzte Ebene, 
sA begrenzen die Fusspnnkte der Lothe eine Figur in der un- 
begrenzten Ebene, die man die senkrechte Projection der be- 
grenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene durch 
gerade Linien in Dreiecke zerthcilen kann, die als die Elemente 
der begrenzten Ebene zu betrachten sind, so braucht man den 
angegebenen Salz nur für ein Dreieck nachzuweisen , selbst nur 
für ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten Ebene pa- 
rallel ist. Denn das Dreieck lässt sich noch durch eine, durch 
eine Ecke desselben gelegte mit der unbegrenzten Eliene paral- 
lele Linie in zwei Eleineutardreierke zerlegen , deren gemein- 
schaftliche Grnndlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist. 

Ein solches Elementardreieck hat aber mit seiner senkrech- 
ten Projection gleiche Grundlinie und die Projection der Höhe 
ist die Höhe des pi*ojicirten Dreiecks. Die projirirte Höhe ist 
aber nach (1) gleich der Höbe des Eleinentardreiecks multiplicirt 
mit dem Cosinus des Neigungswinkels beider Höhen d. i. des 
Neigungswinkels beider Ebenen. Vergleicht man daher die Flä- 
cheninhalte des Eleinentardreiecks und seiner Projection aus- 
gedrückt durch Grundlinie ' und Höhe , s'o hat man den ange- 
gebenen Satz für das Elementardreieck. Nimmt man aber statt 
des Elementardreiecks die Summe aller Elementardreiecke und 
statt der Projection des Eleinentardreiecks die Summe der Pro- 
jectionen der Elementardreiecke, so ergiebt sich der oben an- 
gegebene Satz. 

(3) . . . Wenn ct.ß.y die Winkel sind, die eine gerade Li- 

nie mit den Coordinalcnaxcn bildet, oder eine 
Ebene mit den Coo rdinatenebeneu, so ist: 

cos’« + cos’ß + cos’y = J. 

Eine Ebene bildet mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Ebenen dieselben Neigungswinkel als das Loth der Ebene 
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mit den drei »ul einander senkrecht stellenden Schnittlinien je 
»weier von den drei Ebenen. ISarli diesem Fimdamentaisatzr aus 
der Stereometrie braurkt man den angegebenen Satz nur für eine 
gerade Linie naclizuwfciseu. Er gilt dann auch für eine Ebene. 

Da alle parallelen Linien dieselben Winkel mit den Coordi- 
natenaxen bilden, so kann mau annehinen, dass die gerade Li- 
nie, von welcher der angegebene Salz bandelt, durch den Anfangs- 
punkt des Coordinatensyslenis gebt. Schneidet inan nun auf die- 
ser vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes in der Dichtung, 
in welcher sie mit den positiven Cnordinatcnaxen die genannten 
Winkel bildet, ein Stück ab, welrlics gleich der Einheit ist, und 
legt durrli den liegrenzimgspiinkt des Stückes drei den Coordi- 
natenebenen parallele Ebenen, so schlossen diese und die drei 
Cnordinateiirhenen ein Parallelepijiedum ein, dessen Diagonale der 
Kinlicit gleich ist. In einem rechtwinkligen Parailclepipedmu ist 
aber das Quadrat der Diagonale gleich der Summe der Quadrate 
der drei von einer Erke auslaiifeiiden Kanten. Die Kanten des 
Parallelepipediints, welche von dem Anfangspunkt des Conrdinaten- 
syslemes ausgehen, sind alter die Cosinusse der Neigungswinkel 
der Diagonale mit ihnen. Hiernach ist der zu beweisende Salz 
nichts anderes als der analytische Ausdruck des oben angeführ- 
ten Salzes der Stereometrie. 

■jjfcir. «*# ' 

(4) . . . Die Entfernung D zweier durch ihre Coordina- 
ten x,y,z. und x ( , y, , z, gegebenen Puiiete wird 
durch die (fleichung bestimmt: 

&={* — x,)* + (y — y,}’ + (t — *j) f . 

Die senkrechten Projectionen der beiden Punkte auf die Coor- 
dinatenaxen begrenzen auf denselben Stücke, die den Coordinaten 
dieser Punkte gleich sind. Es sind demnach: 

* — . V — V \ . * — *. 

die senkrechten Projectionen der Verbindungslinie 1) der beiden 
dinrh ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Narli Satz (l) kann 
mau diese Projectionen auch allsdrücken durch: 

D cos a, D cos ß, I> cos y , 

wenn «, ß, y die Winkel bedeuten, die die Linie D mit den Coor- 
dinalenaxen bildet. Mau hat daher: 

D cos a — x — x, , V cos ß = y — y, , D cos y == z — z lr 
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Qnadrirl man diese Bleichlingen, so. erhält mau' durch Addition mit 
Rücksicht auf (3) die Gleichung (4). 

(5) •. . . W e u u A d e u F I ä c heui ii h al l ui u e r h e g r e n z t e u e h e - 

neu Figur u nd A, B, C die Flächen inhal te der senk- 
rechten Projectione n derselben bedeuten auf die 
drei Coordinalenebenen, so isU 

A* = A l + +. C*. 

Lteuu man hat nach (2): 

A cos a = A , A cos ß = B , A cos y = C , 

wenn et, ß, y die Neigungswinkel sind der Ebene, in welcher die 
begrenzte Figur liegt, zu den Coordinatenebenen. Qnadrirl man 
aber diese Gleichungeu und addirt sie, so erhält man mit Rück- 
sicht auf (3) die Gleichung (ä). 

Wenn man drei auf einander senkrecht stellende Ebenen 
durch irgend eine vierte schneidet , so scliliessen die vier Ebenen 
eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den sie begren- 
zenden Dreiecken nennt man das in der vierten Ebene liegende 
das Ilypothcnnsendreieck , die drei anderen die Kathetcudrciecke. 
Letztere sind die senkrechten Projectionen des Hypotheuusen- 
dreiecks auf die drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen. 
Mau hat daher den Salz : 

„fn einer dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das Quadrat 
„des Hypothenusendreiecks gleich der Summe der Quadrate der 
„Kathetendreiecke“. 

(6) ... Wenn et, ß ,y die Neigungswinkel sind, die eine 

gerade Linie im Raume mit d e n Coordinatenaxe n 
bildet, ß„ y, die entsprechenden Neigungswin- 
kel einer anderen geraden Linie, und oder Win- 
kel, den die beiden geraden Linien mit einan- 
der bilden, so ist: • 

cos v = cos et cos et , cos ß cos ß , ■+• cos y cos y,. 

Da es sich nur um die Richtung der geraden Linie handelt, 
so kann man aunehmen, dass beide gerade Linien von dem Coor- 
diiiatcnanrangspunkt ausgehen. Trägt man auf jede derselben in 
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der Richtung, io der sie die genannten Winkel mit den positiven 
Coordinatenaxen bilden, ein Stück gleich der Einheit auf, und, 
verbindet die Endpunkte dieser Stücke durch eine gerade Linie; 
so hat man ein gleichschenkliges Dreieck. Das Quadrat der un- 
gleichen Seite Ü dieses Dreiecks, deren Endpunkte die Coordina- 
ten haben cos er, cos ß, cos y und cos n„ cos ß,, eos y„ lässt sich in 
doppelter Weise ausdrücken. Einmal nach Satz (4) wie folgt : 

D* = (cos a — cos «|)* + (cos ß — cos /?, * -f- (cos y — cos y,)’ 

das andere Mal durch die beiden Seiten des Dreiecks und den 
von ilmen eingeschlossenen Winkel v: 

/)’ = 2 — 2 cos v. • 

Setzt , inan diese beiden Werthe von. D % einander gleich, so erhält 
mau mit Rücksicht auT (3) die Gleichung (6). ' , 

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten der 
Gleichung von der Einheit ah, jso erhält man: 

sin’v = 1 — (cos a cos er, + cos ß cos ß , -f- cos y cos y,)* 
oder mit Rücksicht auf (3): 

•sin’y = f’cos’er + cos’/J + cos’y) (cos’er, -f- cos’0, + cos’y,) 

\ 

— (cos n oes er, cos ß cos ß, + cos y cos y,)*, 
welche Gleichung sich leicht in die elegantere Form bringen lässt: 

(7) sin’o (cos ß cos y, — cos ß, cos y)’ 

+ cos y cos er, — cos y, cos er)’ 

+ (cos er cos ß t — ros a, cos ß)*. 

Alle Theile dieser Gleichung haben eine geometrische Be- 
deutung, mit deren Berücksichtigung sich die Gleichung auch 
aifs (5> lierleitcn lässt'. 

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Dreieck in der 
xy Ebene , dessen Spitze in dem Anfangspunkte des Cnonlinaten- 
syslemes liegt. Die Goordinaten der beiden anderen Ecken des 
Dreiecks seien x, y ' und x,, y,. In dieser Voraussetzung findet 
man den doppelten Inhalt, 2 J, des Dreiecks: 

(8) 2 ^ = xy, — x, y. 
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Die senkrechte Projecdoti tles vorhin .erwähnten gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die x y Ebene ist ein Dreieck , dessen 
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemes liegt. Die 
Cnnrdinateu der beiden anderen Ecken sind: cos «, cos ß und 
cos ff, , cos ß t . Es ist daher 2 C— toi a cos ß, — cos«, cos ß der 
doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks. Die doppelten Flächen- 
inhalte 2 A, 2 B, 2 C der senkrechten Projectionen des gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die drei Coordinatenebenen sind daher: 



2 A — cos ß cos y, — cos ß, cos y, 

2 B = cos y cos er, — cos y, cos ff, 

2 C — cos o cos ß, — cos o, cos ß , 



während der doppelte Inhalt 2 A des gleichschenkligen Dreiecks 
selbst isl: • 2 zf = sin o. • 



(9).. . ! Den körperlichen Inhalt TI einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, wen u die Kanten r, r,,r, 
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide 
zusammenstossen, und die Winkel o, or, , die 
• diese Kanten einschliessen. 

Der doppelte Inhalt der Grundfläche der Pyramide, gebildet 
von den beiden Kanten r, r, , die den Winkel or, einschliessen, ist: 

rr, sin ä t . 

Die Höhe der Pyramide ist: 

r, sin o, sin A, 

wenn A der Neigungswinkel der beiden Seitenflächen der Pyra- 
mide ist. welche sich in der Kante r schneiden. Man hat daher: 

6 II -= r r, r t sin A sin ff, sin «,. s 

Es bleibt noch übrig den Sinus des Neigungswinkels A der 
beiden Seitenflächen der Pyramide auszudrücken durch die Win- 
kel ff, a,, a,. Zu diesem Zwecke beschreibe uian um die in Rede 
stehende Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine Kugel mit dem 
Radius = j. Auf der Kugel ober fläche schneiden die drei in dem 
Mittelpunkte der Kugel zusaninienlaufenden Seitenflächen der Py- 
ramide ein sphärisches Dreieck ab , dessen Seiten siud a , , a„ 

von denen die beiden letzteren or, und o, den Winkel A ein- 
schliessen. Alsdann hat man: "• 

cos ff = cos o, cos ff, -f- sin er, sin ff, cos A. • * 



■* 
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Setzt maii dun durch diese Gleichung bestimmten Werth 
vou .cos A ein in : 

6/7 = r r, r, sinn, sin«, j/(l — cos LZ), 
so erhall man : 



- / 1 l — cos’a — co»*o, — cos'k, ) 
r,r * r < 4- 3 cos 



r 



(10) • • .'6/7 = rr, . 

' ' .+ 2 cos er cos er, cos a 2 

Mali kann diese Gleichung auch in folgende elegantere Form 
bringen ; 



(II) ... 6/7 = 2.rr,r , , 



, S i„ «±*±Jh . sill -5 + «i±«l 

| sin g ~“(±gl.si„ 



woraus mau den bekannten Ausdruck für den doppelten Inhalt eines 
ebenen Dreiecks erhält, gebildefvon den Seiten er,«,,«,, wenn inan 
aniiinimt, dass diese Seiten unendlich klein und r=r 1 = r J = 1. 
Denn man hat unter dieser Voraussetzung eine dreiseitige. Pyra- 
mide, deren Grundfläche das ebene Dreieck und deren Höhe — I. 

Die angegebenen Ausdrücke für den’ 6 fachen Inhalt der drei- 
seitigen Pyramide beweisen zugleich folgenden Salz: 



(12)... Zwei dreiseitige Pyramiden, welche zwischen 
denselben in einer Ecke zusa in mens lassenden 
Kanten beschrieben werden, sind ihrem kör- 
perlichen Inhalte nach einander gleich, wenn 
das Product der drei Kanten in der einen Py- 
ramide gleich ist dem Product der entspre- 
chenden Kanten in der anderen. Pyramide. 



(13)... Den körperlichen Inhalt einer dreiseitigen Py- 
ramide zu bestimmen, deren Spitze in dem An- 
fan g s p u ii k t e des Coordinalensystemes liegt, 
während die übrigen Ecken durch ihre Coor- 
di na teil gegeben sind. 

Wir beginnen die Auflösung dieser Aufgabe mit der Dar- 
stellung des Inhaltes J eines in der x y Ebene gelegenen Drei- 
ecks durch die Coordinaten seiner Ecken. Legt man in eine der 
Eckeu des Dreiecks den Anfangspunkt eines neuen dem erstem! 
parallelen (Koordinatensystems und bezeichnet in diesem die (Koor- 
dinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks mit £, i\ x und £, i}„ 

so hat man nach (8) : . „ . 

— — 
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Sind hihi die gegebenen Koordinaten der drei Erken des 
Dreiecks in dem ursprünglichen Koordinatensystem respective : 



so bat man: 



A, ff,, A, ff t , A, ß,, 

I« -'G A, , |j — - A 3 A,, 

7], — B t — B,, »/, = ff, — ff,. 



Setzt man diese Werthe in den für den doppelten Inhalt des 
Dreiecks angegebenen Ausdruck, so erhält man: 

(») . . . 2 A = (A, B, - A, B,) + (A, B, - A, B,) + {A, B, - A,B,). 



Denkt mau sich mm die von der Spitze auslaiifenden Kanten 
der gegebenen dreiseitigen Pyramide durch eine der xy Ebene 
parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene eine neue Py- 
rainidp begrenzt von demselben körperlichem- Inhalte als die ge- 
gebene, und nimmt an, dass die Ecken der neuen Pyramide die 
Koordinaten haben A,B,C,, A t B,C t , A, B, C , , wobei zu bemer- 
ken ist , dass : 

C, C t — C , , 

so hat man: 

6 77 = (A, B, - A, B t ) C, + (A, B, - A, B, C, 4- (A, B, - A, B,) C„ 

Die drei von der Spitze ausgehenden -Kanten der gegebenen 
Pyramide seien r„ r„ r„ die ihnen entsprechenden Kanten der 
zweiten Pyramide seien p,, p,, p ä . Alsdann hat mau folgende Re- 
lationen: / 



*! x 

r, X " 


A,= 


Ol V 
c, ** 


A,= 


Qi y 




1 t 


* 7„ 
C| 


B,= 


e 'Y„ 

r t 


B,= 


Qi y 

r,” 




• 


- 2,. 
C| 


c,= 


Ot 7 

r," 


€,= 


— Z 
r,” 


• 





wenn X, Y , Z , . X, Y, Z„ X, Y, Z, die Koordinaten der drei Eckern 
der gegebenen Pyramide bedeuten. 

4» 

Setzt man diese 'Werthe für die verschiedenen Grössen A, B, C 
in den gefundenen Ausdruck von 6/7 und berücksichtigt, dass 
nach (12) r, r, r, -= p, p, p, , weil die beiden Pyramiden der Vor- 
aussetzung nach gleichen Inhalt haben, so erhält man: 

(15) . . . 677= (X, r, — X,'Y t )Z, +JX, Y, — X, YAZ,+(X,Y t -X t Y,)Z,. 
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(16) . . . Ren körperlichen Inhalt 77 irgend eine» Te- 
• ' traeders dnrch die Coordinaten der vier 
Ecken aus zu drücken. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sieh aus dem Vorher- 
gehenden. Kenn wählt man ein Coordinatcnsystem dem vorigen 
parallel", in Rücksicht auf welches die Coordinaten der Spitz«* der 
dreiseitigen Pyramide sind x, y, z und die Coordinaten der übri- 
gen Ecken x t y t r, , .r -r 3 y, z , , so hat man folgende Re- 





latiouen: 


.r, = x, — x. 


Jw 

«• 

II 

»t 

M 

1 

H 


II. 

h 

"l 

ft 




( 17 ) • . . 


■ Ft = !/i — <j . 


II 

M 

1 


y,= y> - y< 


«*«*> 




Z, = z, — z. 


Z,— z t — z, 


II 

N 

M 

1 

* 



Man braucht nur diese Werthe (17) iu (15) eiuzusetzen, um 
den gesuchten Ausdruck für den 6 fachen Inhalt des Tetraeders 
zu erhalten, ausgedrückt durch die Coordinaten der vier Ecken: 
0, I, 2, 3. 

lim eine Einsicht in diesen weileh Ausdruck von 6/7 zu er-' 
halten, der vollständig entwickelt 24 Glieder umfasst, von welchen 
die eine Hälfte das positive, die andere das negative Vorzeichen haben, 
gehen wir zurück auf den analog gebildeten Ausdruck (1+) für 
den doppelten Inhalt des Dreiecks. Derselbe ändert sein Vorzei- 
chen, wenn man zwei Ecken des Dreiecks mit einander ver- 
tauscht. Daher giebt die Gleichung (14) dicht den absoluten 
Werth des doppelten Inhaltes 2 z# des Dreiecks, sondern sie giebt 
den doppelten Inhalt des Dreiecks mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen je nach der Bezeichnung der Ecken. Dasselbe 
gilt auch von (ft) und (15). Dasselbe gilt auch von dem Aus- 
druck des 6 fachen Inhalts des Tetraeders durch die Coordinaten 
der Ecken. Dieser Ausdruck ändert nämlich sein Vorzeichen, 
wenn man zwei von den drei Ecken t, 2, 3 mit einander vertauscht. 
Da die gelöste Aufgabe (16) aber eine symmetrische ist iu Rück- 
sicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird auch das "Re- 
sultat ein symmetrisches sein müssen, in der Art, dass, was von 
zwei bestimmten Ecken gilt, auch für irgend zwei gelten muss. 
Vertauscht man also in dem erwähnten Ausdrucke von 6/7 die 
Coordinaten irgend zweier von den vier Erken des Tetraeders, 
so ändert derselbe nur sein Vorzeichen. * 
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Dicsei* Ausdruck von 64/ ist ferner linear in Rücksicht auf 
die Koordinaten des Punktes 1 , ebenso in Itiieksielit auf die Koor- 
dinaten des Punktes 2 oder 3. Oltwold er scheinbar von der 
dritten Ordnung ist in Rücksicht auf die Koordinaten des Punk- 
tes 0, so wird er in der Entwickelung auch in Rücksicht auf 
diese Koordinaten linear sein müssen. Er ist also linear in Rück- 
sicht auf die Koordinaten einer, gleichviel welcher« Ecke des 
Tetraeders. 

Denkt man sich die drei Ecken I, 2. 3 des Tetraeders gege- 
ben, die Ecke o alter variabel , so verschwindet 6/7 jedes Mal. 
wenn die variable Ecke in die durch I, 2, 3 gelegte Ebene fällt. 
Umgekehrt wenn 6/7 verschwindet, so liegt die variable Ecke in 
der genannten .Ebene. Es ist demnach: 

(tfc) < ... . 6 n = o 

der analytische Ausdruck, die Gleichung, der Ehen'* die durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht, und umgekehrt, ist die 
genannte Ebene das geometrische Rild jener Gleichung. 

Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernach als eine lineare 
dar in det’ Form : 

(19) Ax + By -\-Cz -f • D — o. 

Es entsteht alter die frage , oh auch jeder Gleichung von dieser 
Form als geometrisches Rild derselben eine Ebene im Räume 
entspricht. Diese Frage würde man dadurch beantworten kön- 
nen. dass man nachwiese, wie jeder lineare Ausdruck der Koor- 
dinaten mit einem zu bestimmenden Factor mulliplirirt sich auf 
tlie angegebene Form 6 77 zurückführen, lässt. Allein tla der Aus- 
druck 6 77 nicht einfach genug ist, so werden wir den angedeu- 
teten Weg zur Beantwortung der angeregten Frage verlassen, in- 
dem wir sie in der folgenden Vorlesung von einem anderen Ge- 
sichtspunkte aus wieder aufnehmen. 
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Zweite Vorlesung. . 

Die Ebene im Raume. 

Wenn inan in irgend einem Punkte einer gegebenen Ebene 
auf dersellten zwei gleich grosse Lntbe nach den entgegengesetz- 
ten Seiten von der Ebene errichtet , so ist es eine charakteristi- 
sche Eigenschaft eines beliebigen Punktes p der Ebene, dass die 
Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten q, q der. beiden 
i.othe einander gleich sind. Denn von keinem andern- Punkte 
ausserhalb der Ebene gilt dasselbe. Drückt man daher diese 
Eigenschaft durch eine (Weichling aus, so wird inan die Gleichung 
der Ebene haben. 

Der K^rzc wegen kann man anuehmen, dass der Punkt q 
der Anfangspunkt sei des Coordinatensystemes, welches zum Grunde 
gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhält man den Punkt q, 
indem mail vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes auf die 
gegebene Ebene ein Perpendikel fällt und dieses Perpendikel um 
sich selbst über die Ebene hinaus verlängert. Der Endpunkt q 
dieser Verlängerung habe die Coordinalen a, b, c, der beliebige 
Punkt p der Ebene habe die Goordinaten x,y,z. Drückt man 
nun die Gleichung [pq'* = (/>?’)* durch die gegebenen Coordina- 
ten' der Punkte nacli ( 4 ) der ersten Vorlesung aus, so erhält man 
die Gleichung der Ebene: 

(1) . t '. ** + y* + ■** = (* — a'i' + (y — *)* + (* — r)’. 

welche auf folgende zurückfuhrt : 

(2) , . . ax + by + cy . - - 2 - - = o. 

Man ersieht" hieraus, dass jede Eliene durch eine lineare 
Gleichung zwischen den Coordinalen eines beliebigen Punktes in 
ihr ausgedrückt wird. 

Es ist aber auch umgAehrt jede lineare Gleichung: 

(3) ■ Ax + By -| - Cz + D — o 

der analytische Ausdruck einer Ebene im itaume. Diese Be- 
hauptung wird sich dadurch rechtfertigen, dass man naebweiset, 
wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden -kann. 
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Dehn da (*J) wieder auf (|) zürückführt , so wird inan die ati.f(i) 
zurückgeführte Gleichung (3) als den Ausdruck jener charakte- 
ristischen Eigenschaft der Ebene auffassen können. 

Multiplicirt man die Gleichung (3) mit einem noch unbestimm- 
ten Factor fi und setzt die CoefTidenten gleicher Variabein in den 
Gleichungen (2) und (3) einander gleich, so erhält man folgende 
vier Gleichungen zwischen den vier Unbekannten p,-a,b,c: 

. ' di n _ a* 4- 6’ -f- c* 

fl A = a, fi B = b , fiC=c,- — fiD= -- — > 

woraus inan durch Auriösuug nach den Unbekannten erhält: 

_ 

^ + B* + C* ’ 

' — 2 DA 

° ~ /4»-FÄ*+C*’ 

,, — - 20ß 

A t + B* + C t 

— •WC 

C ~ Ä*+B ! +C*' 

Hiernach führt die mit dem Factor fi multiplicirte Gleichung (9) . 
zurück auf (2), in welcher a.b.c die angegebenen Werthe haben, 
und die Gleichung (2) schliesslich auf (l).' 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten A, B, C, D 
wird die allgemeine Form der Gleichung einer Ebene 
genannt zum. Unterschiede von der zunächst folgenden,, die iii 
vielen Fällen grosse Vortheile gewährt. ■ 

Auf die eben angedeutete Form gelaugt man , wenn mau in 
(2) statt der Goordiuaten des Dunkles q die Winkel a,ß,y ein- 
führt, welche das vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes ge- 
fällte Loth mit den Coordinatenäxen bildet, und. den senkrechten 
Abstand ä der Ebene von dem Goordinatenanfangspunkt. Proji- 
eirt mau zu diesem Zwecke die Verbindungslinie des Goordinalen- 
anfangspunktes und des Punktes q auf die Coordinalenaxen , so 
erhält man die Goordinaten des Punktes q, oder nach (I) der er- 
sten Vorlesung : 

a = 2d cos or, b = 2d cos ß. c = 2<5 cos y. 

Setzt inan diese Werthe von a, b, c in (2), so erhält mau mit 
dtücksicht auf (3) der ersten Vorlesung : • * 

(4) x cos er -(- y cos ß t c.is y — <5 = n. .. 
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Diese Form der Gleichung wird die Nortnalform der 
Gleichung der Ebene genaunt. ln ihr bedeuten a, ß, y die 
Winkel, welche die Normale der Ebene mit den Goordinatenaxen 
oder, was dasselbe ist, die Winkel, welche die Ebene mit den 
Coordinatenebönen bildet, und 3 den senkrechten Abstand der 
Ebene von dem Coordinatenaufangspunkt , der immer positiv an- 
genommen wird. ' 

(5).... Die gegebene Gleichung einer Ebene in der 
allgemeine!! Form ist zurückzu führen auf die 
Normalform, oder, was dasselbe ist, die Win- 
kel sind zu bestimmen, welche die Normale 
der Ebene mit den Goordinatenaxen bildet, 
und der senkrecht^ Abstand der Ebene von 
dem Coordinatenan Tangs punkt. 

Wenn (3) und f+) die Gleichungen derselben Ebene sind, so 
können diese Gleichungen sich nur durch einen Factor von ein- 
ander unterseneiden. Mulliplicirt man daher die Gleichung (3) 
mit einem Factor ft , so wird sich derselbe so bestimmen 'lassen, 
dass die Gleichungen' (3) und (4) Glied für ‘Glied überrinstimmeh. 
Mau hat daher: 

fi A = cos a , ft B = eos ß, fi C = cos y , ft I) = — 3. 

Aus diesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung der 
Jtekannten Gleichung cos*« + cos’/J + cos’j' = 1 die 5 Unbekann- 
ten o, ß, y, 3, /i berechnen und erhält: 

* si 

cos a -= » 

±V(A'+B*+C*) 

COS ß = — 

±y(A*+ JP+.O) 

C 

cos y = ; . 

±V(A t + B'+ (?) 

j._ — D t 

+ V(A*+ //*+ (?) . 

. 1 

** ~ ±V(A*+J*>±C*) 

lia 3 in 'der Gleichung (4) als eine positive Grösse betrach- ' 
tet wird, so hat maii der Quadratwurzelgrösse f /{A* -f + C*) 
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in allen Formeln das entgegengesetzte Vorzeichen von I) zuzuerthei- 

len. Zn bemerken ist hier noch der Factor u = — — > 

±F(w»-fÄ*+c*) 

durch welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der Ebenr 
auf die Normalfnrm (4) ziirftckgeführt wird. 

Man kann noch folgende Form der Gleichung einer Ebene 
hervorheben : 



( 6 )- 





o, 



die bemerkenswerth ist wegen der einfachen Bedeutung der Con- 
stantcn m , n, p in ihr. Man erkennt nämlich leiritt , dass diese 
Grössen die von der Ebene auf den Coordinalenaxen abgeschnilte- 
nen Stücke ausdrücken. 

Ita nach (5) die allgemeine Form der Gleichung einer Ebene, 
unter welcher auch die Form (6) begriffen ist, sich auf die ein- 
fachste Weise auf die Normalform zurückfübcen lässt , so kann 
man ohne der Allgemeinheit der Betrachtungen Eintrag zu thuii, 
letztere als die gegebene betrachten, wie in folgender Aufgabe: 

(7) . . . Ben senkrechten Abstand J eines durch seine 
Coordinaten X, T, Z gegebenen Punktes P von 
einer durch ihre Gleichung in der Normal- 
fürm gegebenen Ebene zu ermitteln. 

Ha man den senkrechten Abstand des Goordinatenanfangs- 
punktes von der Ebene nach (öi unter allen Umständen als po- 
sitiv zu betrachten hat, so wird der senkrechte Abstand eines 
Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ sein, je 
nachdem dieser Punkt mit dem Goordinatenanfangspunkt auf der- 
selben Seite der Ebene, oder auf <ler entgegengesetzten" liegt. t , 
Nimmt inan daher, um einen bestimmten Fall vor Augen zu ha- 
ben, au, dass der Punkt P mit dem Goordinatenanfangspunkt auf 
derselben Seite der durch ihre Gleichung: 

x cos a -p y cos ß -p z cos y — d = o 
gegebenen Ebene liege, und legt eine Ebene parallel der gege- 
benen durch den Punkt P, so wird ihre Gleichung: 
x cos a -p y cos ß -p z cos y — 6 = o, 
indem <5 den senkrechten Abstand dieser Ebene von demGoordinaten- 
anfangspuukt bedeutet; und da der Punkt Pin ihr liegt, so hat man: 
Xcostt -p 1'cosjS -p Zcoxy — 5 *■= o. 

He*»«*, Aualyt. Geou.elr. 2 



% 
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Her wnknrht« Ausland zf des Punktes /' von der Khane ist: 

A ö — <T. 

Setzt mail in diese Gleichung für d' den Werlii aus der vorher- 
gehenden, so erhält man: 

— A — X cos « +■ Y cos ß + Z cos y — d. 

Dieses Resultat lässt sich in Worten also wiedfrgeben: 

(8) ... Wenn man den linken Theil einer in der Normaf- 
form ( 4 ) gegebenen Gleichung einer Ebene von 
ihrem rechten Theil**, der = 0 ist, trenn! , so 
drückt jener den negativen senkrechten Ab- 
stand des durch die Koordinaten .r, y, r 'gegebe- 
nen Punktes von der Ebene aus. 

Darauf gestützt kann man die Bedingung leicht angehen, un- 
ter welcher ein Punkt p von zwei gegebenen Ebenen gleich weit 
ahslehl. Denn bezeichnet man mit den Symbolen A mul X, die 



Ansdrücke: 

(9) 4 ~ x cos cf -f- y cos ß -f- z cos y — d, 

A | x cos er, -f- y cos ß, -f z cos y, — d, , 

so sind — A und — A, die senkrechten Abstände des durch die 
Coordinaten .r, y, z gegebenen Punktes p von den beiden gegebe- 
nen Ebenen A = o und A, = o. Mithin ist : 

( 10 ) A-A^-0 



die gesuchte Bedingung. Dieses ist aber die Gleichung einer 
Ebene. Daher beschreibt der Punkt p, dessen senkrechte Ab- 
stände von zwei gegebenen Ebenen gleich sind, wieder eine Ebene. 
Mun weiss man aber, dass der geometrische Ort des Punktes p 
die Ebene ist, welche den Neigungswinkel lulbirt, den »lie gege- 
benen Ebenen mit einander bilden. Mithin ist die Gleichung (io) 
die Gleichung dieser llalbirungseiiene. 

Ebenso erhält mau die Bedingung für den Punkt p, dessen 
senkrechte Abstände von den beiden gegebenen Ebenen gleich, 
alter von entgegengesetztem Vorzeichen sind: 

(II) 4 + A, .= o. 

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den zwei- 
ten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel halbirt. 
Die beiden Ebenen (|o' und (II) stehen auf einander senkrecht. 
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Man braucht daher nur die Gleichungen zweier Ebenen auf diese 
Form zurürkzuf&hren, um dadurch naclrtuweisen, dass die Ebenen 
in einem vorliegenden Falle auf einander senkrecht stehen. Die 
gemachten Bemerkungen fassen wir aber als Satz also: 

(12) . . . Wenn A o und A, = o die Bleichungen zweier 

gegebenen Ebenen in der Normabform sind, 
s o sind A — A, = o u nd + A, — o d ie Gl ei - 
chungen der Ebenen, welche die Neigungs- 
winkel der gegebenen Ebenen halhireu. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen (IO) und (ll), welche 
durch die Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen A = o und 
A, o hindurchgehen, sind zusammnienges^tzt aus diesen beiden 
Gleichungen. Diese Bemerkung ' lässt sich erweitern durch fol- 
genden Satz : 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen dreier Ebe- 

nen in irgend einer Form U = o, l\=. o, U t = o 
die Identität obwaltet: 

kV + k,V, + k t U t — o, 

so sehne, iden sich die drei Ebenen in ein nnd 
.derselben geraden Linie. 

Denn auf 'Grund dieser Identität verschwindet U t für alle Wertho 
der Variahein , welche den Gleichungen U = n und U, = o zu- 
gleich genügen , das ist für die Goordiualen aller Funkle in der 
Schnittlinie der beiden Ebenen Ü = o und U, o; welches 
eben beweiset , dass sämmtliehe Funkte der Schnittlinie in der 
Ebene U, = o liegen. 

Dehnt man dieseu Satz noch weiter aus, so erhält man fol- 
genden : 

.(14) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von vier 
Ebenen in irgend welcher Form V = o, U x - — o, 
U,— o. U s = o die Identität statt findet: 
kU+ k,U, + k,U t + k,ü, = o, 
so schneiden sich die vier Ebenen in ein und 
demselben Punkte. 

Für die Coordinaten des Schnilt|>unktes der drei Ebenen 
U -- n, V, = a, U t — o werden diese Gleichungen zugleich er- 
füllt. Setzt mau die Werthe dieser Goordiualen in die Identität, 

2 * 
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so sieht man, dass auch der Bleichung' U t -- o genügt wird, das 
heisst, der Schnittpunkt liegt in der Ebene V, — o. 

IHese hehlen Sättfe Inelen die Mittel , auf eine leirhle Art 
narhzuweisen , dass gewisse Ebenen sieh in ein und derselben 
geraden Linie schneiden, oder dass gewisse Ebenen durch einen 
und denselben Punkt hindurrhgeheu , wie dieses in den fol- 
genden Betrachtungen klar hervortreten wird. 

Es seien die Bleichlingen von irgend drei Ebenen in der .Nor- 
mal form gegeben: 

A 0 = o , .4, = o , j4 t — oi 

fliese Ebenen zertheilen den Baum in 8 Fächer, von welchen wir 
das Fach' ins Auge fassen wollen* in welchem der Eonrdiualen- 
anfangspunkt liegt. Mir llalhiruiigsebenen der Neigungswinkel 
von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich nach (I2j also dar: 
.4, — -4, = o, .4, — A u = o, A„ — A , = o. 

Da die Summe der linken Theile dieser Bleichungen iden- 
tisch gleich 0 ist, so folgt hieraus nach (13), dass die sie dar- 
stellenden drei Ehenen sich in ein und derselben geraden Linie 
srlmeiden. 

lim diesem Satze eine bequemere -Fassung zu geben, be- 
schreibe mau eine Kugel um den Schnittpunkt P der gegebenen 
drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Itadius = I. und projieire 
die (> Ebenen auf die Kugeloberfläche. Hie drei gegebenen Ebe- 
nen, welche das Fach bilden, schneiden dann auf der Kugeloher- 
fläche ein sphärisches Dreieck ab. und die Prcyectibnen der drei 
anderen Ebenen auf die Kugclohertlächc, welche die Winkel des 
Dreiecks halbiren , haben nach dem Vorhergehenden die Eigen- 
schaft. welche der folgende Salz angiebt : 

Die grössten Kreise, welche die Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbiren, schneiden sich iu ein 
und demselben Punkte. 

Wenn mau auitiunnt, dass das sphärische Dreieck nur einen 
unendlich kleinen Theil der Kugeluherllärhe umfasse , so kann 
man dasselbe als ein ebenes betrachten und den angegebenen Satz 
auf ein ebenes Dreieck übertragen. 

Die Bleichungen der drei Ehenen, welche die äusseren Nei- 
gungswinkel des Faches halbiren, sind nach (12) • 

•B + -B — ‘ u . A t -+■ Ag = o, A„ + A i = o. 
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Stellt iii((ii diu linken Tlieile der beiden ersten Gleichungen 
zusammen mit dein linken Theile der dritten vorhin angegebenen 
Gleichung, so bemerkt man, da$s 

U, + A t ) [A t + A 0 ) + (A> — 4,) ~ e, 

woraus wie vorhin dnrrh l e bertragung auf die Kugeloberflärhe 
der Satz hervorgeht: 

- Die Ilalbirungslinien zweier äusserer und des 
dritten inneren Winkels eines sphärischen Dreiecks 
schneiden sich in einem und denselben Dünkte. 

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich nicht ver- 
schieden. Denn betrachtet man das sphärische Dreieck, welches 
von den Verlängerungen zweier Seiten und der dritten Seite des 
gegebenen Dreiecks gebildet wird , so sind die Halbirungslinien 
der inneren Winkel dieses Dreiecks die Ilalbirungslinien zweier 
äusseren und eines inneren Winkels des gegebenen Dreiecks. 
Man kann ihn aber auch auf die Kbene übertragen, in welchem 
Falle er in der Thal eine neue Eigenschaft des Dreiecks erken- 
nen lässt. 

Betrachten wir endlich die durch die lidgenden vier Glei- 
chungen analytisch dargeslellten Ebenen : 

+ .4, = o, 

— A a + A, A t = o, 

+ A t = o, 

A 0 + A, — A, = o, 

so ist aus (14) ersichtlich, dass diese vier Ebenen aämmllich durch 

den Funkt P gehen. Die erste von diesen Ebenen geht nach (13) 

durch die Schnittlinie von A 0 ~ o und A, -f- A t — o , ebenso 

durch die Schnittlinie von A, = o und A, A 0 -- o und die 

Schnittlinie von A t — o und A 0 -+• A, = o. Es ist also eine be- 
merk enswerthe Eigenschaft dieser drei Schnittlinien, dass sie auf 
ein und derselben Ebene liegen. Ebenso liegen auf der zweiten 
Ebene die Schnittlinien der Ebenenpaare A 0 = o und A, + A t o, 
A, = o und A t — A„ — o, A t — o und A 0 — A, = o. Die ana- 
logen Eigenschaften der beiden letzten Ebenen ergeben sich hier- 
nach von selbst. L’cbertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberfläche, 
drücken diese Eigenschaften folgende Sätze aus : 
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Die i[alhirnngslinien der ilrei äusseren Winkel ei- 
nes sphärischen Dreiecks schneiden die gegenüber- 
liegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, welche 
in einem grössten Kreise liegen. 

’ Die ilalbirungsliiiieii zweier inneren- Winkel und 
des dritten äusseren Winkels eines sphärischen Dreh- 
er k s schneiden die gege nü herliege udeu Seiten i u d r e i 
Punkten, die auf einem grössten kreise liegen. 

Diese Sät/e kann man wieder auf das ebene Dreieck über- 
tragen. • 

Sätze auf -der Kugeloherfläche lassen sich leicht verdoppeln 
durch Anwendung eines Principes, welches wir das Princip der 
Kugel neunen wollen und welches sich stützt auf die Bemer- 
kungen : 

( 15 ) . . . Die Pole der grössten Kreise auf der Kugel- 
oherfläche, welche sich in ein und demselben 
Punkte schneiden, liegen auf einem grössten 
Kreise, und die grössten Kreise, deren Pole 
auf eiii und demselben grössten Kreise liegen , 
schneiden sich in einem Punkte. Der Bogen 
eines grössten Kreises, der die Pole zweier 
grössten Kreise ve rhin det , ist gleich dem Nei- 
gungswinkel der beiden grössten Kreise. 

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloherfläche ge- 
gebenen Figur die Polarftgiir , welche entsteht , indem man für 
jeden grössten Kreis der gegebenen Figur den Pol und für jeden 
Punkt der gegebenen Figur den grössten Kreis nimmt , dessen 
Pol der Punkt ist, so werden Eigenschaften der. gegebenen Figur 
nach den gemachten Bemerkungen entsprechende Eigenschaften 
der Polarfigur zur Folge haben. Da aber die Polarfigur der 
Polarftgiir wieder die gegebene Figur ist . so braucht man 
nur die Polarfigur als gegeben zu betrachten und die ent- 
sprechenden Eigenschaften an ihrer Polarftgiir nachzuweisen, 
um den Beweis der Eigenschaften der gegebenen Polarftgiir zu 
führen: 

Nach diesem Uehertragungsprincip ergeben sich aus den an- 
gegebenen vier Sätzen auf der Kugeloherfläche folgende : 
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Itie II a I biru ugspu uk t e der ComplemcHte der Sei- 
ten eines sphärischen Dreiecks liegen aal' einem 
grössten Kreise. 

Die HaLbirungspirnkte .zweier Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks und der Ilalbiriingspunkt des Onm- 
plenientes der. dritten Seile liegen auf einem gröss- 
ten Kreise. 

Die Verhindungskreise der Mittelpunkte der Sei- 
len eines sphärischen -Dreiecks uiit den gegenüber- 
liegenden Ecken schneiden sich in einem Punkte. 

* 

Die Verhindungskreise der Mitten der Coinple- 
mentc zweier Seiten des sphärischen Dreiecks mit 
den gegenüberliegenden Ecken und der Verbindungs- 
kreis der Mitte dei* dritten Seite mit der gegenüber- 
liegenden Ecke schneiden sich in einem Puukte. 

Von diesen vier Sätzen der Kugrlobcrflärhe lässt sich nur der 
vorletzte in der oben angedcuteten Weise auf das ebene Dreieck 
übertragen. 

Um die augestellteu Detrachtuugen zu erweitern, nelnne man 
au, dass die Seitenflächen eines Tetraeders durch ihre Gleichun- 
gen in der Nnrmalform gegeben seien: 

— — • Of /tj — ' Of •— 0, yt] ■ ■ - 0., 

Unter der Voraussetzung , dass der Goordinalenanläiigspuukt 
innerhalb des Tetraeders liege, sind daun die Gleichungen der 
die Neigungswinkel der Seitenflächen halbireuden Ebenen,: 

A a — A t = o, A, — A, — o, — ^ 3 =o 

A 0 — A, — o, A, — A, = o. 

A 0 — A, = o, 

und die Gleichungen der die äusseren Neigungswinkel halhireu- 
den Ebenen: 

A 0 + A, = o, A | + A t -- o, A t -f A, == o. 

A 0 + A t — o, A, -f A, = o, 

A„ + A t = o. 

Da aus den drei in der ersten Hnrizou talreihe aufgeffihrleo 
Gleichungen die drei übrigen des ersten Systeme* folgen, m hat 
mau nach (14) den Satz: 
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Ute 6 llalbiriingsebenen Her Neigungswinkel Her 
Seitenflächen eines Tetraeders schneiden sich in ein 
und de in sei he n Punk Le. 

Es ist dieser Punkt der Mittelpunkt der dein Tetraeder eiu- 
besrhriebencn Kugel. 

Es schneiden sich aber auch folgende Ebenen in ein und 
demselben Punkte: 

A a — A, — o, A a + A, — o, 

A t — A t o, A{ + A , '= o, 

A, — A„ — o , A t + A, = o, 

woraus der Satz entspringt: 

1H e llalhirungsebeneii der Neigungswinkel der 
, drei .Seitenflächen eines Tetraeders, welche eine 
Ecke bilden, und die lialhirungsebeiien der drei 
gegenüberliegenden äusseren Neigungswinkel der 
Seitenflächen schneiden sich in ein und demselben 
Punkte. 

Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der äusseren fierührungs- 
kngel des Tetraeders. 

Die 16 aufgeführten Ebenen bilden eine Figur im Raume, 
an der sich mit Hülfe der Sätze (13) und (14) auf dem angedeu- 
leten Wege leicht noch andere Eigenschaften entdecken lassen. 



Dritte Vorlesung. 
Ebenen im Raume. 



Wenn, man durch die Schnittlinie zweier durch ihre Glei- 
chungen in dei - Normalform gegebenen Ebenen 0, I : 

(0 \ = o. A, = o 

und durch einen Punkt P, dessen senkrechte Abstände von den 
beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen Grössen a„ : n„ 
eine Ebene legt ; so t heilt jeder Punkt dieser Ebene mit dein 
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Punkte P die Eigenschaft, dass die senkrechten Abstände sich wie 
die gegebenen Grössen verhalten. * 

Die Bedingung, dass die senkreeliten Abstände — A„ und — A, 
eines durrh die Coordinaten x, y, z bestiilimten Punktes von den 
gegebenen Ebenen 0, 1 sich verhalten, wie a, : a,: 

(2) . . . ' =o 

«0 <*1 

wird hiernach die Gleichung jener durch die Schnittlinie gelegten 
Ebene sein. 

Verändert man die Lage des Punktes P nach Belieben , so 
dreht sich die Ebene uni die Schnittlinie , und erhält nach und 
nach alle Lagen , die eine durch jene Schnittlinie gelegte Ebene 
annehmen kann. Die Gleichung (2) stellt also jede, beliebige 
Ebene 2 dar, die durrh die Schnittlinie der Ebenen 0 und I hin- 
durchgeht. ‘Sie erhält die Gestalt: 



(3) 



A 0 — XA | = o. 



wenn man setzt A = — , und dieser Factor A hat in der Vor- 



aussetzung . 
welche die 
deutung: 

( 4 ) . . . ; 



dass (20) und (21) die Neigungswinkel bedeuten, 
Ebene 2 mit 0 und 1 bildet, die geometrische Be- 

• 

1 — sin (20) 

sin(2l)‘ 

Eine andere Ebene 3, die ebenfalls durch die Schnittlinie 
der Ebenen 0 und l hindurchgellt, bat zur Gleichung: 

<i) A„ — fiA, = o. 

Das Verhältniss: 

X_ sin (20) . sin (30) 

fi sin (21) ‘ sin (31) 

zwischen den Sinus der Neigungswinkel heisst das anhariuoni- 
srhe Verhältniss des Ebenenpaares 2 und 3 zu dem Ebenen- 
paare 0 und t. 

Allgemeiner stellen sich die Gleichungen von vier Ebenen, 
die sich" in ein und derselben geraden Linie schneiden, also dar: 

(7 ) . . . F, = », V, = o, V 0 - IV j = o, V 0 - mV, = o, 

wenn man annimmt , dass die beiden ersten Gleichungen in der 
allgemeinen Form gegeben seien. Um das anharmonische V'er- 
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hällniss zu linden, braucht mau mir ilic beiden erstell Gleichun- 
gen auf die Nnrmalfnrm zurückzufrdireii , indem inan setzt: 
V 0 = f t A t , V, == p, A, , wodurch die angegebenen vier Gleichun- 
gen übergeben in: 

A 0 = o, A, 1 = o, A 0 — / — A, = o , A a — m — A, = o 
Pi Pi 

und woraus sich das gesuchte anharmonisrhe Verhällniss ergiebt. 

m 

.Noch allgemeiner ist die folgende Aufgabe: 

Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe- 
nen, die sich, in ein und derselben geraden 
Linie schneiden, in der Form: 

(8) . . . 1 7 a -kU,~o, U t -pU r -= o, ü u -X,U>^o, U 0 -u,U,=o. 

das anharnionische Verhältnis des letzten 
Ebenenpaares zu dem ersten zu bestimmen. 



Setzt man U 0 — XU, = V 0 , U a — fi U, = V , , lind drückt U 0 
nnd U, durch V 0 lind V, aus, so stellen sich die gegebenen vier 
Gleichungen in der Form (7) dar, woraus das gesuchte anhanun- 
nische Verhällniss — erhalten wird: 

m 



(9) 



X — x, . X — p, 

8 — *i ‘ 8 — f»i ‘ 

Das anharn ionische Verhällniss wird zu einem harmoni- 
schen Verhällniss, wenn dasselbe den Werth — l aiinimml. 
Man erhält daher die Bedingung , welche zu erfüllen ist , wenn 
zwei Paare Ebenen , die durch dieselbe gerade Linie gehen, har- 
monische Ebenenpaare sein sollen, aus (6): 



(io' 



sin (20) , sin (150) _ 
sin (2 t) + sin (31) 



oder , wenn die Gleichungen der Ebenen in der Form (7) gege- 
ben sind, m — — /; weshalb sieh die Gleichungen von zwei har- 
monischen Ebenenpaaren darstellen in der Form: 



(II) . ... V„ = o, V, = o. V 0 - IV, = o, V 0 + ! V , = o. 

Man erkennt hieraus, dass von zwei harmonischen Ebenen- 
paareit drei Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie geben, be- 
liuliig gewählt werden können, dass durch sie aber die vierte har- 
monische Ebene bestimmt' ist, Nimmt mau an , dass das erste 
Ehenenpaar gegeben sei, dass die dritte Ebene aber sich um die 
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Schnittlinie der beiden ersten drehe, so kann man sieh durch 
Discussion der Gleichung (10) für specielle Fülle leicht eine Vor- 
stellung bilden von der Lage von zwei harmonischen Eheneu- 
paaren zu einander. Haihirt zmn Beispiel die dritte Ebene Wen 
Neigungswinkel des gegebenen Ehenenpaares, so lialhirt die vierte 
harmonische Ebene den anderen Winkel, den das gegebene Ehe- 
neifpaar einsrhliesst. Nähert sich die dritte Ebene einer der ge- 
gebenen Ebenen, so dass sie nahe zu mit ihr zusammenfällt, so 
lallt auch die vierte harmonische Ebene nahe zu mit ihr zu- 
sammen. 

Sind die Gleichungen von zwei Ebencnpaarcn, welche durch 
dieselbe gerade Linie gehen , in der Form (8) gegeben , so er- 
hält man die Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare harmo- 
nisch seien, indem man den Ausdruck (9) gleich — t setzt; woraus 
ilie Bedingungsgleichung für zwei harmonische Ebenenpaare (8) 
hervorgeht: 

(•2) Ap — Jfi + p) (A, + p,) + A,p, = o. 

Auch diese Gleichung liefert den Beweis, dass von zwei har- 
monischen Ebenenpaaren drei Ebenen die vierte unzweideutig be- 
stimmen. 

Da durch ein gegebenes Ebenenpaar das ihm zugeordnete 
harmonische Ebrnenpaar nicht vollständig bestimmt ist, so wer- 
den zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderlich sein, was die 
Auflösung der folgenden Aufgabe bestätigen wird. 

(13) . . . Dasjenige Ebenenpaar zu bestimmen, welches 
harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, die 
sich in derselben geraden Linie schneiden. 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Ehenenpaare: 
-A 0 l7 1 = o, {/„ - l,U, = o, 

V t — Po ü i = o • 0, — pi U, — o , 

und die Gleichung des gesuchten Ehenenpaares: 

U 0 — U7, = o. 

V c -pü, = o. 

dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare unter folgenden Bedingungen: 

Ap — s (i + f*) (*. + p„) + A„p 0 = o, 

*P — 4(A + P) (Ai + f*i) + A,p, = o 
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Da in diese Gleichungen das Product X /x und die Summt* l + ft 
der UnbekamUen in linearer Weise eingehen, so kann gtian ihre 
Werthe unzweideutig berechnen , und daraus eine quadratische 
Gleichung bilden, deren Wurzeln die Unbekannten selbst sind. 

Die angestellte Untersuchung lehrt, dass es immer ein. be- 
stimmtes Ebenenpaar giebt , welches harmonisch ist zu zwei ge- 
gebenen Ebenenpaaren , die durch* dieselbe gerade Linie gehen. 
Dieses Ebenenpaar ist reell oder imaginär, je nachdem die Wur- 
zeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell oder imaginär 
sind. 

Drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie ge- 
hen, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenenpaar ge- 
funden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei 
Ebenenpaare. 

Zwei gegebene Ebenenpaare . die durch dieselbe gerade Li- 
• nie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige Ebenen- 
paar, welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare. Ein drittes zu dem letzteren harmonisches Ebeneupaar 
wird also mit den beiden gegebenen eine Involution bilden. 
Da aber von diesem dritten Ebenenpaare eine Ebene beliebig 
durch jene gerade Linie gelegt werden kann, wodurch erst die 
andere bestimmt ist , so sieht man . dass von drei Ebenenpaaren 
der Involution fünf durch ein und dieselbe gerade Linie gehende 
Ebenen beliebig gewählt werden können, dass die sechste aber 
durch sie bestimmt ist. 

Zwischen drei Paaren Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen, wird daher eine Bedingungsgleiclnmg stattfinden 
müssen , wenn die Ebenenpaare eine Involution bilden sollen. 

(14) . . . Es sind die Gleichungen von drei Paar Ebe- 
nen gegeben, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen: 

F 0 - X 0 F, = o, F 0 — X, V, = o, F 0 - X,F, = o, 

V, — Po^i = o. y a — f»i F, = o, F a — ft t F, = o, 

die Red in gung a ii zugebe n, unter welcher 
diese drei Ebencupaare eine Involution Inl- 
d e n. 
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Bilden die angegebenen drei Ebenenpaare eine Involution, 
so hat inan nach der Definition ein Ebeneupaar: 

y Q - uv, — o, 

>v 0 — fi r, = o, 

welches zu jedem derselben barmoniseh ist; was zutrifft unler 
den Bedingungen: 

Ifl \ A “i” M l ^0 4* Mo) 4* ^gMo ' 

*M — + m) (A, 4- Mi) +• *iMi = 0. 

*M — £(* + m) {*« + Mt) + *iM« = o. 

Eliminirt inan ans diesen Gleiehnngen A u. und A -f p. welche 

linear darin Vorkommen, so erhält man die gesuchte Bedingungs- 
gleichnng, der man leicht folgende Form geben kann: 

(15) — Mi) (A, — Mt) (i| — Mo) + (Mo — ii) (Mi — *«) (Mt — K) = °- 

Wenn man in dieser ‘Gleichung setzt A„ = ft 0 = A und zugleich 
A, = fi, = jg, so geht dieselbe über in die Bcdiiigmigsgleielumg 
für vier harmonische Ebenen , die man erhält , indem man den Aus- 
druck (9) gleich — I setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst der Satz: 
Wenn von drei Ebenen paaren der Involution das 
eine Ebenenpaar mit einer Ebene, ein zweites Ebe- 
nen paar mit einer zweiten Ebene zusammen fallen, 
so ist das dritte Ebenenpaar der Involiitionharmo - 
nisrli zu den beiden Ebenen. 

Jede drei Paare Ebenen , welche durch dieselbe gerade Li- 
nie gehen, lassen sich analytisch auch so darstellen: 

Jq o , A , i 1 — o, A | — o , 

A, = o, A 0 — fi,A, = o, A„ — fi t A l = o, 

indem man anniuunt, A 0 = o und A, — o seien die Gleichungen 
des ersten Ebenenpaares in der Normalform. Die Bedingung, 
unter welcher diese drei Ebenenpaare eipe Involution bilden, er- 
hält man aus (15), wenn man setzt: A 0 = o, p 0 = oo, nämlich: 

A, ji, — A, u, = o. 

Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der Grössen 
A, ft,, Afft,, so kann man diese Gleirlfnng auch so darslellen. wenn 
mau mit o, | das erste, mit 2, 3 das zweite und mit 4, 5 das dritte 
Ebeneupaar bezeichnet : 
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( 16 ) 



si n 20 
sin 21 



sin 30 
sin 31 



sin 4 0 
sin 4.1 



sin 5 0 
siii äl 



Diese Gleichung kann als Definition der eine Involution bil- 
denden Ebenen dienen. Man erhält aus ihr noch zwei andere 
Delationen, indem mail das Ebcneupaar 0,1 mit 2, 3 oder mit 4,5 
vertauscht, die aber durch diese bedingt werden. 

Wenn man die Gleichungen V 0 = o und V 4 = o des Ebe- 
lienpaapes zu Grunde legt . welches harmonisch ist zu jedem der 
drei Ebenepaare , die eine Involution bilden, so stellen sich die 
drei Ebenenpaare der Involution in der Form dar: 

(• 7 ) • • 



. ■ r t - i a v, = o, v t - i.r, o, v a - x t v, = «, 

V* + K v i = o. v a + i t v t = V a + k t r, = ^ «. 

auf welche Form sich jede drei Ebenenpaare der Involution zu- 

riirkführen lassen müssen. 

Um in symmetrischer Weise die Gleichungen von drei 
Ebenrnpaareu der Involution durch drei Symbole darzustelleu, 
setze man : 

y ) y — V« y i y — 

■ u *o r i — ^ 'o 

Alsdann hat man die identische Gleichung: 

(18)' U 0 + U, + U.HHEO 

und die Gleichungen (17) nehmen die F'orm an: 

I7 0 = o , U, = o , U t = o , 



y i y — _ü_ 

" ’ lo-lL 



(19) 



V -' - V?= o „ 

f*i 1**' ’ H Mo ' /*# f* i 

wenn inan mit p,, p,, ii, die Ausdrücke bezeichnet : 

h G i ! _ 

+ 1, + h — P" K + l—* 1 '- 

Da die Grössen (i 0 , u, , u, eben so willkürlich sind als die 
Grössen A u , l,, so werden die Ebenenpaare eine Involution bil- 
den , wenn mau unter der Bedingung (18) , welche ausdrückt, 
dass die Ebenen U 0 , V,, U t sich in ein und derselben geraden Li- 
nie schneiden, ihren Gleichungen die Form (19) geben kann. 

Um noch neben den Itelationen (l 6) zwischen den Sinus 

der Neigungswinkel der Ebenen der Involution andere abzuleiten, 
die alle eine Fidge sein müssen der einen unter 16) anl'geführ- 
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len Gleichung, führe man für die Ebenen U v U t , U t ilu'e Normal* 
formen ein , indem man setzt : 



Po U 0 — A a , (h Ut — -^i > 9* Ut — A , , 



wodureli di« Gleichungen (18) und 19) übergehen in: 



(») 





PiPi PtPj’ ’ P*»s 




Po Po 



A t = o. 




Po Po Pi Pi 



Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respective mit 
B 0 , B,, B, und erinnert, sieh der geometrischen Bedeutung der 
Grüssen : 

Pi p, sin ß„A, f ijQt sin B, A t _ fi^Qo __ sin B,-A„ 

Mt sin ß„A,’ >„p 0 sin B,A 0 (t,p, sin ß,A, 



so erhält man durch Multiplication dieser Gleichungen: 



^ ! sin B„ A, . sin ß, A, . sin /I. A„ , 

' ' ‘ ’ sin/i 0 ^» ■ sin B, A<, . si uB,A, 

woraus sich durch Vertauschung von A u mit B 0 , oder von A, mit B, 
oder von A t mit B t noch drei andere Gleichungen ableiten las- 
sen, von denen jede als Definition dienen kann der Ebenen der 
Involution. 



Die angeAellten Betrachtungen bieten ein Mittel die am End« 
der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Sätze weiter auszudeh- 
nen. Denn nehmen wir an, dass: 

A a o , A, = o , A, — o 

die Gleichungen von irgend drei Ebenen seien in der Normal- 
form, die sich in einem Punkte P schneiden, oder, was dasselbe 
ist, die drei von einem Punkte P ausgehende gerade Linien paar- 
weise verbinden, so sind: 




die Gleichungen von drei Ebenen, die eine vierte von P aus- 
gehende gerade Linie immer mit einer der drei enteren Ver- 
hindeii. Die angegebenen Gleichungen stellen mithin drei Elienen- 



Digitized by Google 



32 



llritle Vorlesung. 



paare dar, die vier beliebige von einem Punkt** P ausgehende ge- 
rade Linien paarweise verbinden. 

Die Uebereinstinmmng dieser drei Gleichungspaare zwischen 
welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Gleichung (20) 
obzuwalten hraiirbt, mit (St), beweiset, dass drei Eheiieupaare 
der Involution ein Specieller Fall sind von drei Ebenenpaaren, 
welche vier von ein und demselben Funkte ausgehende gerade 
Linien paarweise verbinden. Denn lässt man die vier von ein 
und demselben Punkte ausgehenden geraden Linien nahezu in 
eine zusammenfallcn, so wird nahezu auch die Gleichung (2o) 
erfüllt, das heisst, nahezu alle iicdingungrn für die Ebenen der 
Involution. 



Bezeichnet man die drei letzten Ebenen respectivc mit 
J? u , B„ /?,, so hat man in gleicherweise zwischen den Neigungs- 
winkeln der drei Ebenenpaare allgemein die Belatiou (22), sowie 
die drei anderen Relationen, welche aus ihr gefolgert wurden. 

Lässt man den Punkt P in das Unendliche fallen, so wer- 
den die vier von ilun ausgehenden geraden Linien vier brüchige 
parallele Linien, und Zwischen den Sifius der Neigungswinkel 
der drei Ebenenpaarc , welche diese Linien paarweise verbinden, 
tindet die Gleichung (22) statt. Da diese Gleichung aber ilie Be- 
dingung ist für Ebenen der Involution, so wird mau solche 
erhalten , wenn man durch eine gegebene gerade Linie sechs 
Ebenen legt, .welche parallel sind mit drei Ebenenpaaren, welche 
irgend vier mit der gegebenen geraden Linie parallele Linien 
paarweise verbinden. Diese Bemerkung giebt ein 'Mittel an die 
Hand zu fünf beliebig durch ein und dieselbe gerade Linie ge- 
hende Ebenen die sechste Ebene der Involution zu bestimmen. 



Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen A lt .4, ge- 
hen drei Ebenen der beschriebenen Kanmfigur. Die vierten har- 
monischen Ebenen haben zu Gleichungen: 




Da nun zwischen den linken Thcilen dieser und der vorher- 
gehenden Gleichungen identische Relationen satliinden wie: 



(dl + _ (dl + 4>\ + (d* - dl) 

\ "«/ \ n t “„J \ «„ «i ) 



o. 



so hat mau nach (13) des vorhergehenden Abschnittes einen Satz. 
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Um diesem Satze eine elegante Fassung zu geben, projicire 
inan die beschriebene llaumtigur von dem Funkle P als Mittel- 
punkt einer Kugel von dem Itadins I auf die Oberlläche dieser 
Kugel. Nennt man dann harmonische grösste Kreise der 
Kugeloberfläche solche, deren Ebenen harmonische Ebenen 
sind, so begrenzen die Ebenen ./„, A„ A t ein sphärisches Dreieck, 
von welchem der Satz erwiesen ist: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche grösste Kr-eise zieht nach den Ecken 
eines sphärischen Dreiecks, und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt, so 
schneiden sich zwei von den letzteren Kreisen in ei- 
ue,in Punkte, durch welchen auch der durch die dritte 
Ecke des Dreiecks und den beliebigen Punkt gelegte 
grösste Kreis geht. . 

Aehnliche Betrachtungen angestellt an folgenden Gleichungen: 




wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entsprechenden Glei- 
chungen, in denen n 0 = a, = a, = l, führen zu den Sätzen: 

Wenn man von irgend einem Punkte der Kugel- 
oherflärhe nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks grösste Kreise zieht, und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grössten Kreis construirt ; s o 
schneiden letztere die gegenüberliegenden Suileu des 
Dreiecks in drei Punkten, die auf einem' grössten 
Kreise liegen. ■ 

Wenn mau von einem beliebigen Punkte der Ku- 
geloberfläche nach den Ecken eines sphärischen Drei- 
ecks drei grösste Kreise zieht und in einer Ecke des 
Dreiecks den vierten harmonischen grössten Kreis • 
construirt, so schneidet dieser die gegenüberliegende, * 

lieite, Aualyl. Geonieir. 

1 i • ► 

» * 

« 

0 • 

\ 
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Sc i l e d o 9 Dr eie c k s i n e i n e in Punkte. Diewondeinbelie- 
b i g e ii Punkte u a r h «I e n b e i <1 e n anderenEckcndes Drei- 
ecks gezogenen grössten kreise schneiden die Ge- 
genseiten des Dreiecks in zwei Punkten. Diese drei 
Schnittpunkte lipgen auf einem grössten Kreise. 

Dieser Satz ist hesonders wichtig, weil er lehrt auf lineare 
Weise, das heisst durch Zuziehung allein von grössten Kreisen, zu 
drei von einem Punkte ausgehenden grössten Kreisen den vierten 
harmonischen zu linden; oder, was dasselbe ist, zu drei Ebenen, 
welche sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, die 
vierte harmonische Ebene ohne weitere Hülfe als von Ebenen zu 
oonstruiren. 

Es bleibt noch übrig einen Satz zu entwickeln, der in linearer 
Webte zu fünf Ehmen, die sich in ein und derselben geraden Li- 
nie schneiden, die .sechste Ebene der Involution eonstruiren lehrt. 
Diesem Zwecke wird die folgende Betrachtung entsprechen. 

Es seien wie vorhin die Gleichungen von drei Ebenen , die 
sich in einem Punkte P schneiden : 

A a = o , A, = o , /(,= #. 

Eine vierte beliebig durch den Punkt P gelegte Ebene E stellt 
sich analytisch unter der Form dar: 



— + — + - = o. 

«0 «I «t 

Dass dieses die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist, 
ist nach (14) der vorhergehenden Vorlesung ausser Zweifel. 
Dass diese Ebene aber im l'ebrigen beliebig ist , beweiset man 
auf folgende Art. 

Eine beliebige durch den Punkt P gehende Ebene E schnei- 
det die Ebene A 0 in einer durch P gehenden geraden Linie p. 
Die Gleichung der Ebene , welche durch p und die Schnittlinie 
von A, uud A, hilldurchgeht , stellt sich unter der Form dar: 



A 4 

— + — — o. Da diese Ebene aber' die Ebene = o in der 

"* 4 / A 4 \ 

geraden Linie p schneidet, und — + /— -I J l = o mit dem 

"o V “I "» ) 

willkürlichen Divisor a„ alle Ebenen darstcllt, welche durch die 
gerade Linie p hindurchgehen, so lässt sich dieser Divisor im- 
mer so bestimmen, dass die zuletzt angegebene Gleichung der 
beliebigen durch P gelegten Ebene entspricht. 
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Demnach stellen sich die Gleichungen von drei Ebenen, die 
durch eine beliebige durch P gehende gerade Linie q und durch 
die Schnittlinien der Ebenen A a , A,, A, gelegt sind, also dar: 




Die Gleichungen der drei Ebenen aber, welche durch q mul durch 
die Schnittlinien der Ebene E mit den Ebenen A 0 , A , . A t gelegt 
werden , sind folgende: 

a j (dl 

*1 \ i« 

'h (di 

i» \ io 

tti ( A\ dl\ - 1 (dl dl \ 

. i|> \ ^1 ) i| \ / 




Denn diese Gleichungen haben auch die Form: 





<ds 


1 


A * 


1 




A„, 


( u i ft t 


i.v 


\ n o 


T 




T 




io < 


X, u 0 


ttfßn j 


(da 


+ 


A x 


+ 


di\ 


- -'1 


f n t a n X | 


i,V 


V «o 


«i 


«,) 


• i, ’ 


^X» X 0 «j 


<V'l I 


(dl 


/ 


dl 


i 






{«o'itjt 


i X 1 
*0*1 


l <h 


T 


a, 


T 






^X ö X| «2 



+ r 




Setzt man nun: 




so hat man zuerst die identische Gleichung: 

U, + U, + U, = o 

und die sechs durch die gerade Linie q gelegten Ebenen stellen 
sich unter der Form dar: 




Diese sechs Ebenen bilden, wie der Vergleich mit (18) und (19) 
lehrt, eine Involution. 



Ueberträgt man diesen Satz auf die Kugeloberfläche , so 
lautet er also : 

Wenn mau einen beliebigen Punkt der Kugelober- 
fläche durch sechs grösste Kreise verbindet mit den 
sechs Schnittpunkten von irgend vier grössten Krei- 

3* 
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seil, mi bilden die secliB Verbindttngskrejse eine Invo- 
lution. ♦ 

Man nennt vier gerade Linien, welche in derselben Ebene 
von ein und llemselben Punkte ausgehen, harmonische Li- 
nien. wenn zwischen den voll ihnen eingesrhlosseuen Winkeln die 
Bedingungsgleirliung (-10) slattlindet. Es bilden ferner drei in der- 
selben Ebene von einem Punkte ausgehende Linienpaare eine 
I n volution • von -sechs geraden Linien, wenn zwischen 
den von ihnen eingesehlosscnen Winkeln die lledingungsgleichung 
(22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kann inan die angegebenen vier 
Sätze der Kugeloberlläche, indem man annimmt, dass die Figu- 
ren, von welchen sie handeln, nur einen sehr kleinen Theil der 
Kugeloberlläche umfassen, auf die Ebene übertragen. 

Harmonische Linien von dem Mittelpunkte der Kugel aus- 
gehend auf die Kugcloberjläche projicirt, werden harmonische 
Punkte der Kugeloherfläche genannt. Zwischen den Bo- 
gen grösster Kreise, welche sie verbinden . findet die Bedingungs- 
gleichung ^10 statt, welche zugleich als Definition der harmoni- 
schen Punkte der Kugeloherfläche dient. 

Ebenso schneiden - sechs von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehende gerade Linien der Involution die Kugeloberlläche in 
sec hs Punkt en der I nvol ution a uf de r Kugeloherfläche. 
Zwischen den sie verbindenden Bogen grösster Kreise hat man 
die Bedtugungsgleichuiig (22), welche ebenfalls als Definition der 
Punkte der Involution auf der Kugeloberlläche zu betrachten ist. 

tiestüfzt auf diese Definitionen kann man mit Hülfe des in 
der vorhergehenden Vorlesung in (15) beschriebenen Principes 
der Kugel aus den angegebenen vier Sätzen folgende ahleilen: 
Wenn man die Seilen eines sphärischen Dreiecks, 
oder' ihre Verlängerungen, durch einen grössten 
Kreis durch sch neidet und zu diesen Schnittpunkten 
auf den Seiten des Dreiecks die Vierten harmonischen 
Punkte constiMiirt, so liegen je zwei von diesen 
har iiio ni sehen Punkten und der dritte Schnittpunkt 
auf einem grössten Kreise. 

Wenn man die Seilen eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen, durch einen gröss- 
ten Kreis Vr h neidet und auf jeder Seile des Drei- 



Digitized by Google 



Klicut'it im Kamm 1 . 



37 



ecks den vierten harmonischen Punkt conslruirt, so 
schneiden sich die drei grössten Kr«isc t welche 
die harmonischen Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken des Dreiecks verbinden, in ein und dem- 
selben Punkte. 

Wenn man die Seiten eines sphärischen Drei- 
ecks, oder ihre Verlängerungen; durch einen gröss- 
ten Kreis schneidet, und zwei von diesen Schnitt- 
punkten durch grösste Kreise mit den gegenüber* 
liegenden Ecken (h;s Dreiecks .verbindet, so schnei- 
den sich diese in einem Punkte, durch welchen 
auch derjenige grösste Kreis liiudnrrhgeli.t. wel- 
cher den zu dem dritten Schnittpunkt harmonischen 
Punkt mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
verbindet. 

Drei Paare grösster Kreise, welche irgend vier 
Punkte der Kugeloberflärhe paarweise verbinden, 
schneiden irgend einen anderen grössten Kreis in 
Punkten der Involution. 



Die hehlen letzten Sätze lelircn zu drei auf einem . gröss- 
ten Kreise der Kugeloberltäche gegebenen, Punkten den vierten 
harmonischen , und zu fünf Punkten der- Involution den -sechsten 
in linearer Weise ronstriiiren. 



Die Bedingmigsglcichiing (io) für harmonische Punkte auf 
dem grössten Kreise der Kugeloberliäehe gelil über in : 



(23) 



(20| (30) 

(21) (31) “ 



wenn man aniiimint , dass die harmonischen Punkte iinendlich 
nahe an einander liegen , und die sie begrenzenden- Stücke des 
grössten Kreises können als gerade Linien betrachtet werden. 



Ebenso gehl die llcdingiingsgleiehung (22) für Punkte der 
Involution auf einem grössten Kreise der Kugelohcrllärhe über in: 



011 , _ (B„A,) • OM«) . (B t A „) 

- CB„A.,) . (B,A 0 ) . (ß t A,) ’ 

wenn -die Punkte der Involution unendlich nahe au einander lie- 
gen, und die sie begrenzenden Stücke des grössten Kreises wer- 
den gerade Linien. 
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Nimmt man daher die Gleichung (23) als IMinition der har- 
monischen Punkte auf einer geraden Linie, und die 
Gleichung (24) als ltelinition de'r Punkte der Involution 
auf einer geraden Linie, so lassen sich durch das unendlich 
Kleine die angegebenen vier Sätze der Kugeloberfläche ohne 
.Schwierigkeit auf die Ebene übertragen. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die in der vor- 
hergehenden Vorlesung angedeuteten Petrachtungen des Tetrae- 
ders auf Grund der in dieser Vorlesung entwickelten Sätze sich 
leicht ausdehnen lassen, was zu interessanten Sätzen führt über ein 
Tetraeder in Verbindung mit einem beliebigen Punkte des Raumes. 



Vierte Vorlesung. 

Das Pascal’sche Sechseck und damit verwandte 

Figuren. 



Die. geschickte Anwendung der in den beiden vorhergehen- 
den Vorlesungen eingeführten Symbole führt oft mit solch über- 
raschender Einfachheit zu complicirlen geometrischen Sätzen, dass 
es gerechtfertigt erscheint, diesem Gegenstände noch einen kur- 
zen Abschnitt zu widmen. 

Man weiss, dass, weun : 

R — o, R'=o, r' = o. 



die gegebenen Gleichungen von irgend drei Ebenen sind, welche 
sich in ein und derselben geraden Linie schneiden, sich A und A* 
so bestimmen lassen, dass folgende identische Gleichung erfüllt wird: 



K 



*+ , 

A ' A 



Setzt man daher - -= r. 



K 



• " 

+ r o. 

— r, so stellen die Gleichungen: 



r ~ o , r = o , r " = o 



irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in ein und derselben 
geraden Linie schneiden unter der Bedingung: 

* 

(l) r + r -J- r" = o. 
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Man 'kann daher sagen, dass die idenlisrhe Gleichung (I die 
Bedingung der allgegebenen Figur ausdrücke, welche heslehl aus 
drei Ebenen r, die sich in ein und derselben geraden Linie 
schneiden. ' 

Uni diese Figur weiter auszuführen, nehme man auf der ge- 
meinsamen Schnittlinie der drei Ebenen r einen Punkt P als die 
Spitze einer dreiseitigen Pyramide A , deren drei Seitenbauten re- 
spective in den Ebenen r liegen. Die Bedingungen der so er- 
weiterten Figur werden daun durch (l) und in gleicher "Weise 
durch die identischen Gleichungen ausgedrückt : 

(2) .... a — a = r, a — a — r , a — a = r , 

indem a — o, n = o, a = o die Seitenflächen der dreiseitigen 
Pyramide A analytisch darstellen. 

Beschreibt man noch zwei andere dreiseitige Pyramiden P 
und C mit der gemeinsamen Spitze P. deren Seitenkanten gleich- 
falls in den Ebenen r liegen , so drücken sich die Bedingungen 
des hinzugekouunenen Theilcs der Figur in gleicher Weise durch 
die identischen Gleichungen aus: 

(3) . . . . b’ — b" “ r, b" — ft = r, b — li' == r”, 

(4) . ... C — c" ~ r, c" — c = r, c — C = r" . 

Die Bedingungen der beschriebenen sehr coinplicirten Baum- 
ligur drücken sich hiernach durch die zehn aufgeslellten Glei- 
chungen auf ganz einfache Weise aus. Der Vortheil dieser Aus- 
drucksweise besteht aber darin, dass man aus den übersichtlichen 
identischen Gleichungen andere eben so einfache ahleileu kann, 
deren geometrische Deutung Eigenschaften der Figur leicht er- 
kennen lässt. Denn stellt mau folgende Gleichungen: 
b — c p , c — a = p’, a — ft =>= p” 

als Dcliuilion auf der Symbole p, p', p”, so sieht man , dass aus 
den angegebenen zehn identischen Gleichungen folgende hervor- 



gehen : 

(»)••• p + p' + p" = 0. 

(6) .... ft — c = p, c — a - — p\ a — b ~ g'. 

(7 ) .... b' — c — Q , c — a HS p', n — b’ ~ p’ . 

(rt) . . . . b " — c’’= p, c — a=^ p a" — b" = n 
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Die letzten 9 (Gleichungen beweisen, dass die Ebenen b Httd r, 
h‘ und c, b" und c" sich in drei geraden Linien schneiden, welche 
auf einer Ebene p liegen u. s. w\, und die Gleichung (ö , dass 
die drei Ebenen p durch ein und dieselbe gerade Linie gehen. 

Alle Ebenen , von welchen die beschriebene Ramntigur han- 
delt, gellen durch eilt und denselben Punkt P. Die Projertinnen 
derselben auf eine Kugeloberllärhe , deren .Mittelpunkt P ist, 
werden daher grösste Kreise, und die bewiesenen Eigenschaften 
der Ramnfigiir lassen sich als Satz auf der Kugeloberfläche also 
ausdrücken : 

Wenn die Ecken von drei sphärischen Dreiecken 
auf drei grössten Kreisen r der Kugeloberfläche 
liegen, welche sich In ein' und demselben Punkte 
schneiden, so schneiden sich die entsprechenden 
Seiten je zweier dieser Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einem grössten Kreise p liegen, und die 
drei grössten Kreise p schneiden sich wieder in ein 
und demselben Punkte der Kugeloberfläche. 

Das Princip der Kugel lässt aus diesem Satze folgenden her- 
vorgehen: 

Wenn die Seiten von drei sphärischen Dreiecken 
durch drei Punkte r der Kugeloberfläche gehen, 
welche, auf einem grössten Kreise liegen, so schnei- 
den sich die drei grössten Kreise, welche die ent- 
sprechenden Ecken von je zwei Dreiecken verbinden, 
in ein und demselben Punkte p, und die drei Punkte p 
liegen auf einem grössten Kreise. 

Dass diese Sätze der Kugelobertläche ebenfalls Tür die Ebe- 
nen gelten, wenn mau für die grössten Kreise gerade Linien in 
der Ebene nimmt, bedarf nach dem Vorhergehenden kaum der 
Erwähnung. 

l’m eine zweite Anwendung zu machen von den Symbolen 
der Ebenen, betrachten wir Irgend eine sechsseitige Pyramide, 
deren gegenüberliegende Seilentläclieu sich paarweise in drei ge- 
raden l/mien schneiden, welche in ein und derselben Ebene He- 
gen. Eine solch« sechsseitige Pyramide nennen wir eine Pas- 
cal’ sehe Pyramide nach dein Entdecker der Eigenschaften 



/ 
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derselben, und die Ebene, in welcher sieb die gegenüberliegen- 
den Seitenflächen derselben paarweise schneiden, nennen wir die 
der Pyramide zugehörige Pascal' sehe Ebene. 

Die Bedingungen der Pascal'achen Pyramide drücken sich 
nun einfach durch folgende drei identische Gleichungen aus: 

/ « • 

a — a — r , 

(9) 6 - b' — r", 

c — -c = r" , 

indem a == o und a — o, b = o und b' = o‘, c — o und c' = o 
die Gleichungen der gegenüberliegenden Seitenflächen der Pyra- 
mide vorstellen , und r" = o die Gleichung der ihr zugehörigen 
Pascal’sclien Ebene. 

Alle diese Ebenen, sowie diejenigen, welche in der Folge 
betrachtet Verden, gehen durch die Spitze P der Pyramide. 

Definirt inan nun die Ausdrücke a", b", c" durch die identi- 
schen Gleichungen: 

(10) . . . a -f- b + c = 8, a + fc’.-f- e ~ o, u -f- b ’ -f- c ~~ o, 

so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (pi auch 
folgende : 

(11) ,..«" + J’+C3 0i « + e == o. a + b + c" = u. 

Di* ■se sechs identischen Gleichungen beweisen, dass u = o, 
h".= o, c — jo die Gleichungen von drei Ebenen sind, welche 
die gegenüberliegenden Seitenkanten der sechsseitigen Pyramide 
paarweise verbinden. Wir bezeichnen sie mit dein .Namen der 
Diagonalebenen der sechsseitigen Pyramide. 

Delinirt man ferner zwei andere Ausdrücke r und r durch 
die identischen Gleichungen: 

a — (i r, a" — n ~ r , 

so hat man mit Berücksichtigung von (to) und (il): 

> •* // * 

n — n = r, a — a r , 

(12) b' — b" = r, b" — b = r, 

» *t » » 

c — c — r. c — c ~ r , 
und aus (9) und (12) folgt: 

(13) . . . » r + r -f- r'~ o. 
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Noch andere identische Gleichungen von derselben Form er- 
hall man, wenn mau drei Ausdrücke p, p\ p" durch die identi- 
schen Gleichungen delinirt: 

b — c s;p, c — a — p, n — b •=— p”, 
aus welchen man inil Zuziehung der vorhergehenden Gleichungen 
Icirlil folgende aldeileii kann : 





b — c _ 


P. 


c — n 


— 


a 


— b = 


(!■») • • 


. .b'—c — 


P. 


c — a 


— p\ 


a 


— b = Q , 




b"— c'= 


p. 


c " — a 


p'- 


a” 


« 



(lä) P + P+ P— o. 



Hie fünf Systeme Gleichungen (12 und l ♦) sind conlonn 
mit dem Systeme 9 , den lledingungeu der Pascarsclieu Pyramide. 
Sie sind also die Ausdrücke für andere Pascal'sche J’yramiden, 
die in der betrachteten ihren Ursprung Italien, und die Gleichun- 
gen (13 und 15 liefern den Beweis, dass die diesen Pyramiden 
zugehörigen Pascal’schen Ebenen sich zu dreien rombinirl in ein 
und derselben geraden Linie schneiden. 

Forscht mau aber diesem Ursprünge näher nach, so ersieht 
man aus 12 , dass die geraden Seilenlläehen und die -drei Hia- 
gonalehenen der gegebenen Pascal'sohen Pyramide eine zweite, 
und «lass die ungeraden Seitenflächen lind die drei Hiagonal- 
eltenen der gegebenen Pascal'sclien Pyramide eine dritte Pascal’* 
selie Pyramide bilden . beide mit denselben Seitenbauten als die 
gegebene Pyramide. Hie diesen drei Pyramiden entsprechenden 
Pascal'schen Ebenen r schneiden sich nach { 13 in ein und der- 
selben durch die gemeinsame Spitze der Pyramiden gelumdeu ge- 
raden Linie. 

Hie sechs Seitenflächen und «lic drei Hiagonalebenen der 
gegebenen Pascal’schen Pyramide bilden aber zu sechs comhiuirl 
nach 1+ noch drei andere Pascal'sche Pyramiden mit denselben 
Seitenbauten als die gegebene. Hie ihnen entsprechenden Pas- 
raPschen Ebenen p schneiden sieh nach 15 in einer durch die 
gemeinsame Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie. 

Nennt man , um die bewiesenen Sätze durch Projection von 
der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als .Mittelpunkt auf die 
Kugeloberfläche zu übertragen, ein sphärisches Sechseck auf der 
Kugeloberfläche ein Pasca I' sc lies Sechserk auf derKugel- 
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ober fläche, wenn die gegenüberliegenden Seiten desselben sirli 
paarweise in drei Punkten schneiden, die auf einem grössten 
Kreise, dem Pascal'schen Kreise des Sechsecks,' liegen, 
so kamt inan denselben folgenden Ausdruck geben: 

Wenn auf der Kugeloberfläche irgend ein Pas- 
cal’sches Sechseck gegeben ist, so bestimmen die 
sechs Seiten- und die drei Diagonalen desselben als 
Seiten zu sechs combinirt zwei Gruppen von drei 
Pascal'schen Sechsecken, deren Ecken mit den 
Ecken des gegebenen Sechsecks zusammen fallen. 

Die Sechsecke der ersten Gruppe sind das gegebene, 
ein zweites Sechseck, gebildet ans den geraden Sei- 
ten des. gegebenen und- den drei Diagonalen, und ein 
drittes Sechseck, gebilde't aus den ungeraden Seiten 
und den Diagonalen. Die Pascal’schen Kreise r der 
ersten Gruppe schneiden sich in ein und demsel- 
ben Punkte; ebenso schneiden sich die Pascal’- 
schen Kreise g der zweiten' Gr u ppe wieder in einem 
Punkte. 

Aus der Uebereinstimmung der in dieser Untersuchung auf- 
gestellten Gleichungen mit den Gleichungen , welche die vorher- 
gehende darbot , ist man zu schliessen berechtigt , dass beide 
Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Itaumligurcn ergeben. 

Den einzigen Unterschied führen die Gleichungen (io) und (| |) 
herbei, welche in der ersten Untersuchung fehlen. Da diese Glei- 
chungen aber eine Heschränkung ausdrücken, so sieht man, dass • 

die Figur der letzten Untersuchung einen specielleren Charak- 
ter hat. 

Um schliesslich noch eine Eigenlhümlichkcil «ler beschriebe- 
nen. specielleren Itaumfigur vorzuführen , deflniren wir drei Aus- 
drücke R, und drei Ausdrücke P durch folgende identische Glei- 
chungen : 

r" — r ~ R, g " — g' ~ P, 

(16) r — r" — R', g — g’’ '= P\ 

r — r 1— R", g — g = P", 

woraus mit Hülfe der vorhergehenden identischen Gleichungen 
folgende hervorgehen : 
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fl + P = 3«. fl' + P == 3«', fl" + P = 3 fl . 

(17) . . Ä + P' = 36. fl' + P' = 3 ft', fl" + P'_ 36" 

fl + P“H= 3e, fl' + P"^ 3e\ fl" + P'—ic". 

Vergegenwärtigt iiuin sielt die Gleichungen (|3), (lä) und (16) 
so sieht inn M, dass fl = o, fl = o, R"— o die den drei Ebenen 
r, r, r" in ihren in&glielieu Cnmbinalionen entsprechenden vierten 
Iiariuonisrhen Ebenen, und dass P — o, P' — o, P ~ o die den 
drei Ebenen g, g\ g" ents|ireelienden vierten harmonischen Ebe- 
nen darstellen, während die Gleichungen 17) den Beweis liefern, 
dass die drei vierten harmonischen Ebenen der ersten Gruppe 
die drei vierten harmonischen Ebenen der zweiten Gruppe in 
neun geraden Linien schneiden . welche auf den Seitenflächen 
und den Diagonalcbeiien der betrachteten 1‘ascarschen Pyramide 
liegen. 

Man hat daher im Anschluss an den oben angegebenen Satz 
folgenden : 

Die drei vierten harmonischen grössten Kreise 
zu den drei Pascal’ sehen Kreisen r schneiden die 
drei vierten harmonischen grössten Kreise zu den 
drei Pascal' sehen Kreisen g in neun Punkten, welche 
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen 
Pascal’srhen Sechsecks liegen. 

Das Princip der Kugel angewendet auf diese Sätze führt 
auf neue Sätze. Alle diese Sätze kann man auch auf die Ebene 
übertragen , indem man gerade Linien in der Ebene für die 
grössten Kreise der Kngeloherfläche nimmt. 

An die vorhergehende Betrachtung der Pascal’srhen sechs- 
seitigen Pyramide , deren Bedingungen die Gleichungen (9) aus- 
drürken, sehliessen wir noch folgende zusätzliche Bemerkungen an: 

Wie eine zwischen den variaheln Coordinaten lineare Glei- 
chung eine Ebene dclinirt, so defmirt irgend eine gegebene Glei- 
chung zwischen denselben Coordinaten eine Oberfläche. Ist die 
gegebene Gleichung von der zweiten Ordnung , das heisst , be- 
stellt sie aus Gliedern , die nur die Quadrate der Coordinaten 
und die Prodiicle derselben in der zweiten Dimension neben Glie- 
dern der ersten und nullten Ordnung enthalten, so nennt man 
die Oberfläche zweiter Ordnung. Hiernach ist zum Beispiel: 

(18) .... r" r" — r"(n -J-6+c) + 6c-|-ca-(-a6-=o 
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die Gleichung einer bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 
IHese Gleichung geht, wenn man a gleich u setzt, mit Rücksicht 
auf (9) nher in: 

(r" — b) (r" — c) — b'c — o. • 

Die Gleichung ( 18 ) wird also erfüllt, wenn man « — - u und zu- 
gleich b' — o setzt, das heisst, für die Goordinaten aller Punkte, 
welche in der Schnittlinie der beiden Ebenen a = o und h — u 
liegen, die sich in einer Seileukante der gegebenen Pascal'schen 
seclfsseit igen Pyramide schneiden. Diese Seitenkante liegt daher 
in der durch die Gleichung 18) gegebenen Oberiläelie zweiter 
Ordnung. 

Da sich dieselben Uemerkungen bei jeder Seitenkan.le jener 
Pascal’schen Pyramide wiederholen, so liegen sänuntliclie sechs 
Seileiikanteu der gegebenen Pascal’schen Pvramide in der durch 
die Gleichung (18) gegebenen Oberiläelie zweiter Ordnung. 

Eine charakteristische. Eigenschaft dieser Oberiläelie lässt sich 
leicht aus ihrer Gleichung ( 18 ) erkennen, wenn inan die Sjdtze P 
der Pyramide in den Coordinalenanfmigs|>u!ikl legt. Denn in 
dieser Voraussetzung werden die Ausdrücke a, b, r, r ’, woraus die 
Gleichung (18) zusammengesetzt ist, lineare homogene Ausdrücke 
von der Form: 

ux + vy + wz, 

welche sämmtlich den Factor A erhalteil, im Gelingen aber un- 
geändert bleiben , wenn man für .r, y, z respeetive setzt kx, ky, kz. 
Durch diese Armierung erhält der linke Tlieil der Gleichung (18) 
den Factor A’. bleibt aber im Gelingen ungcänderL 

Wenn daher x, y, z die Goordinaten irgend eines Punktes 
der Oberiläelie 18) sind, so sind auch kx, ky, kz die Goordina- 
len eines Punktes derselben Oberiläelie. Geometrisch bedeutet 
dieses, dass jede gerade Linie, welche irgend einen Punkt der 
Obrrllärhe mit dem Goordiiiaten.infangspunkt P verbindet , in 
ihrer ganzen Ausdehnung in, der Oberiläelie liegt. Die Ober- 
fläche (18) besteht daher aus lauter geraden Linien, die in 
dem Punkte P zusamincnstossen. Eine solche Oberfläche 
nennt man einen Kegel, und da det seihe durch eine Glei- 
chung zweiter Ordnung (18) delinirl wird; einen Kegej zweiter 
Ordnung. Man hat daher den Satz „dass die sechs Seitenbau- 
ten einer Pascal'schen Pyramide in einem Kegel zweiter Ordnung 
liegen." 
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Um die wahre Bedeutung dieses Satzes zu erkennen, bedarf 
es zweier Voraussetzungen , die freilich erst in den späteren Un- 
tersuchungen bewiesen werden, erstens, dass ein Kegel zweiter 
Ordnung durch fünf Kanten desselben unzweideutig bestimmt 
ist, zweitens, dass eine durch zwei Kanten des "Kegels zwei- 
ter Ordnung gelegte Ebene den Kegel nur in diesen zwei 
Kanten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte Vorlesung hin, 
in welcher die Voraussetzungen bewiesen werden.] Heim macht 
man diese Voraussetzungen . so sieht man , dass der angegebene 
Satz alle Kauten des Kegels zweiter Ordnung linear constrtiiren 
lehrt, wenn fünf Kanten des Kegels gegeben sind; woraus wie- 
derum folgt „dass alle einem Kegel zweiter Ordnung einbeschrie- 
benen sechsseitigen Pyramiden Pascal'sche Pyramiden sind.“ 

Hefinirt man einen sphärischen Kegelschnitt als die 
Schnittrnrve eines Kegels zweiter Ordnung und einer Kugel, de- 
ren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so überträgt sich 
der bewiesene Satz auf die Kugcloherlläche wie folgt: 

Hie Ecken eines Pascal'scheu Secksecks auf der 
Kugeloberfläche liegen auf einem sphärischen K egel- 
schnitt. 

Her aus den angegebenen Voraussetzungen hervorgegangene 
Satz, auf die Kugelnberflärhe übertragen, lässt sich also wieder- 
gehen : 

Jedes einem sphärischen Kegelschnitt einbe- 
schriebene sphärische Sechseck ist ein Pascal'- 
sehes Sechseck. 

Pas Princip der Kugel ange wendet auf diese beiden Sätze 
veranlasst die Frage, welches die Curve sei, die von den grössten 
Kreisen der Kugelofoeriläche berührt wirrt, deren Pole einen sphä- 
rischen Kegelschnitt beschreiben. Es lässt sieb nachweisen, wozu 
die späteren Untersuchungen [in der vierzehnten Vorlesung über 
Kegel zweiter Ordnung] die Mittel bieten, tlass diese grössten 
Kreise einen sphärischen Kegelschnitt berühren. Setzt man dieses 
als bewiesen voraus, so ergeben sich durch das Princip der Kugel 
aus den zuletzt angegebenen Sätzen neue, die sich gleich wie 
jene auch auf die Ebene übertragen lassen. 
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Fünfte Vorlesung. 

Der Punkt ini Raume und Punkte im Raume. 



Wie die Lage eines Punktes im Raume durcli drei Grössen, 
durch seine Coordiualen, unzweideutig bestimmt ist, so kann man 
auch die Lagt; einer brüchigen Ebene im Raume durch drei 
Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung irgend einer 
Ebene : 

(1) ui + vy + »s + I = o 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene zu- 
rückführen lässt, so sieht man, dass die Lage dieser* Ebene allein 
ahhäugl von den Werlhcn der Constanten u, v, w, welche linear 
in die Gleichung eiugehen. Weil diese Constanten die Lage der 
Ebene im Raume unzweideutig bestimmen , so werden wir sie 
die Coordinateu der Ebenen nennen, oder E he ncncoor di na- 
ten zum Unterschiede von den einen Punkt im Raiiuie bestim- 
menden Punktcoordinaten. 

Sind demnach die Coordinateu u, v, w einer Ebene gegeben, 
so kann mau aus ihnen die Gleichung (I) zusaminenselzen, die 
Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene selbst im Raume 
bestimmt ist. |lie Coordinateu der Ebene, geometrisch gedeutet, 
sind also die negativen reciproken Abschnitte, welche die Ebene 
auf den Coordinatenaxcn macht. 

Fragt man nach den Eigenschaften aller Punkte, deren Coor- 
diuaten irgend einer gegebenen linearen Gleichung der Coordina- 
len genügen, so weiss man, dass alle diese Punkte auf ein und 
derselben Ebene liegen. Die analoge Frage im Falle von Ehenen- 
coordinaten stellt sich so: welche Eigenschaften haben alle Ebe- 
nen. deren Coordinateu irgend einer gegebenen linearen Gleichung 
genügen: 

(2) Au + Bv + Cw -(-/) = o. < 

Es wird sich zeigen, dass alle diese Ebenen durch ein und 
denselben durch die Gleichung (2) bestimmten Punkt biudiirrh- 
gelieu. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in Pnnktroor- 
dinaleu lineare, Gleichung die Gleichung der Ebene genannt wurde, 
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so verlangt die Analogie in dem anderen Falle, dass inan die 
gegebene, in Ehenenroordinalen lineare, Gleichung (2) die Glei- 
r hung des Punktes nenne, durch welchen alle jene Ebenen 
gehen. Von dieser Benennungsweise soll in dein Folgenden ein 
vielfälliger Gebrauch gemacht werden. 

Fs bleibt aber noch narliznvveisen lihrig. dass alle Fbenen (l), 
deren Coordinaten der Gleichung (2) gelingen, wirklich durch ein 
und denselben Punkt hindnrchgehen. lin diesen Nachweis zu füh- 
ren, kann man bemerken, dass in der Gleichung (2) die Coordina- 
ten u, r beliebige Werthe annehinen . dass aber der Werth von w 
durrli sie bestimmt ist. Setzt man daher diesen Werth von w in 
die Gleichung (l), so erhält man die Gleichung aller Ebenen (l), 
deren Coordinaten der Gleichung 2) genügen, in der Form: 

(3) ... . (Cx - Az ) W + ( Cy - Bz)v + (C — Dz) = o 

mit den beiden ganz willkürlichen Constanten u, v. Diese Glei- 
chung ist aber zusammengesetzt aus den Gleichungen der drei 
Ebenen: 



(4) . . . . Cx — Az — o, Cy — Bz — o, C — Dz = 0 . 

Die Ebene (3) gebt also durch den Schnittpunkt P der drei Fbe- 
nen (i), dessen Coordinaten sind: 



Dieser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) ana- 
lytisch darstellt. Es ergiebt sich hieraus zugleich eine Hegel für 
die Bestimmung der Coordinaten eines durch seine Gleichung 
gegebenen Punktes, wie für die Bildung der Punklglrielmng, 
wenn die Coordinaten des Punktes gegeben sind. Denn bringt 
man die gegebene Punklglcirlmng (2} durch Mulliplicatioii mit 
einem constanten Factor auf die Form, in welcher das constanle 
Glied gleich der Einheit ist, so sind die Coeflicienten von u, v, »• 
die Coordinaten des Punktes. Multiplicirt man dagegen die ge- 
gebenen Coordinaten eines Punktes respeclive mit den Fbeneii- 
roordinaten und setzt die Summe dieser Producte zur Einheit, 
addirt gleich o, so hat man die Gleichung des Punktes. 

Da die Gjeiclmng (l) , welche durch die Gleichung (2) auf 
die Form (3) gebracht» wurde , in dieser Form mit den beiden 
willkürlichen Constanten u, v alle möglichen Ebenen darstellt. 
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«eiche durch ilon Punkt 1‘ gehen. so sioht man, dass die va- 
riiiliolii Kljcnencoordinaten u, e, uk welche nur ilor Gleichung i), 
der Gleichung des Punktes P, genügen , allen möglichen Eheueo 
zugehören. welche durch diesen Punkt gelten. G 

Hie Form i, der Glekhimg des Punktes wird fortan die 
allgemeine Form der Gleichung des Punk tos genannt 
werden zum rnterschiedo von der Fonn: 

fö' • nu + Or + c m -f- l—o, 

die wir die N orm aller m der Gleichung des Punktes 
nennen. 

IC 



. Wenn die (.oordiuateu V, V , W einer geraden 
Linie und die Gleirhung eines Punktes im 
liaume in iler Nor mal für tu gegolten sind, den 
senkrechten Abstand des Punktes von der 
Eliene zu l> es I i m tu en. ^ 

Hiese Aufgabe lasst sich leicht zurückführeu auf die Aufgabe t7 
m der zweiten Vorlesung. Denn es ist die Gleichung der Ebene 
in der Norinalforiii : 

b'x fV + H + t 
— l/m+ r* + w 



u. 



und wenn \6j tfte gegehene Gleichung des Punktes ist , so hat 
man die Cnurdiunlcn desselben f 



K, 0 . <\ 

Daraus ergiehl sich mm nach der in (g; der zweiten Vorle- 
sung angegebenen Kegel der senkrechte Abstand des Punktes voll 
der Ebene: 

Va + / 7, + YVc •+ I 

V v* -f r» + »’») * ’’ 

Vergleicht man diesen Ausdrmk mit 6) , so kann mau fol- 
gende Regel aufslelleli: • %}\ •* • 

(8 . . . Wenn man den linken Tb»U einer in der iNor- 
malform gegebenen Gleichung eines Punktes 
ditidirl durch ^/(n* -p «* -F /tr*j r so drückt der 
Quotient den sonkrcchteii Abstand aus des 
Punktes von einer durch ihre Coorditialeii u.v.tv 
geg ehe II e li E b c n e 

HfU«, Anuijrt. lieooirtr, • * ^ ' 



¥ ' _ 
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Sei z.t mau: 

A i» w + fr-» -p c tv •+• I . 

A, ~ a\u -}- U\v + <•,»•+ I , 

so wird uarh jft: - ' ■ * ' 

{toi A — A, = o 

die Bedingung atisdrücfcou, dass eine durch ihre Coordinaloo u, v, tv 
bestimmte Kheue von den durch ihre Gleichungen A==t> und A,—n 
gagvbenczi l'imkleii gleich weif ahslehe. Pa 10 aber die Glei- 
chung eitles Punktes ist ^ so »erden alle Ebenen, deren senk- 
rechte Ahstiinde von den beiden Punkten gleich sind, durch je- 
nen Punkt hiudurrligeheii. Es ist dieses bekanntlich derjenige 
Punkt, der auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte 
in dom l’neiKMirlien liegt. 

Sind die senkrechten Abstände der Ebene von den beiden 
gegebenen Punkten gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen, 
so bat man dafür die Itediiigung: 

(M) ............ A + A, - v , 

weichet» die Gleichung desjenigen Punktes ist, der die. Verbin- 
dungslinie der beiden gegebenen Punkte A — n und A, — o bal- 
birt. Penn idle Ebenen, welche durch diesen Punkt geben, ha- 
lten von den beiden gegoltenen Punkten gleiche, aber dem Vorzei- 
chen nach entgegengesetzte Abstände. Alan bat datier den Satz: 
(12' . . . Wenn A = o und .-I, = o die Gleichungen zu e.ie.r 
gegebener J’uukte in der Normal! orni sind, 
so sind A — .4, n o uml .4 -p A, =- v die Glei- 
eburtgen zweier anderer Punkte auf der Ver- 
bindungslinie der erste reu, von welchen 
der eine in dem Inend liehen liegt, der an- 
dere die Verbindungslinie halbirl. 

I : m von diesrui Salze eine Anwendung zu machen auf das ebene 
Preieek mul dasTetraeih'i'iieliHien wir folgende beide Sätze zuHfiire; 
v l.\ . .. Wenn zwischen den Gleichungen dreier 
Punkte f — & , V, s= u , LI, u die Identität 
statt hat: 

k l -p k,U, •+■ kfU t a, 

so liegen die drei Punkte auf ein und dersel- 
ben geraden Linie. 
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Die Goordiuaten aller Ebenen, welche iIuitIi dir bohlen Punkte 
U — u mul U, = o hiudurehgfthen, genügen diesen beiden Glei- 
rlmugen zugleich, sie genügen also aiieli. mit Itürksirht auf die 
Identität , . der Gleichung U, — o. Hu aber alle Ebenen , deren 
Goordiuaten der Gleichung 17, = o genügen, dureh ein und den- 
selben l*nnkt U t = o gelten, und die vorhin erwähnten Ebenen, 
welche durch die Verbindungslinie der beiden Punkte gehen, 
mit zu diesen Ebenen gehören , so muss der Punkt V , - - o auf 
der Verbindungslinie der beiden Punkte liegen. 

( 1 4 1 . . 3 Wenn zwischen den Gfeirhu ngen von vier 
Punkten U = o, 17, =t= o, U t = o, V , == o die Iden- 
tität statt hat: 

k V + k,U, + k.,l 7, + k,U, 3 o , 

so liegen die vier Punkte auf ein und dersel- 
ben Ebene. 

.Man hol nur eine Ebene, deren Eoordinaten den drei Puuklglei- 
ehuugcu U =o, ü , = ». V , - u zu gleicher Zeit genügen, näiulirh 
die Ebene , welche dureh die drei Punkte hiudurrbgehl. Die 
Eoordinaten dieser Ebene genügen, mit Itücksiebt auf die Identi- 
tät, der Eieichung V, o. |la nun alle Ebenen, welche der Glei- 
chung U, — o genügen, dureh ein und denselben Punkt 77, o 
gehen . so muss auch die angegebene Ebene durch diesen Punkt 
gehen. 

betrachtet man nun irgend ein ebenes Dreieck, dessen Eckeu 
durch die Pmiklgleichiingru in der MorraaUomi gegeben seien : 

A„ = o, .1, — o . A t = o, 

so hat inan nach dem Vorhergehenden für die llalhirungs|>unklc 
der Seiten die Gleichungen’: 

-•t| + — O . --fl + --fp = 0 • + ■'<1 === »■ 

Die Gleichung aber: 

■f„ + -f| T*» — 0 

stellt eilten Punkt im Itauuie dar, der nach U in der Ebeue 
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Eiuien 
iiegl, welche tüe Mitleljmiikte der Seilen, des Dreiecks verbinden 
mit den gegenüberliegenden 'Erken. Es ist dieses ein Salz, dem 
mau folgenden Ausdruck geben kann : . . . „ 
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Wenn man die Mittelpunkte der Seiten eines 
ebenen Dreiecks verbindet dnreh drei gerade Li- 
nien mit den ihnen gegenüberliegenden Erken, st» 
sib neide n sieb die drei Verbindungslinien in eiu 
und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des 
Dreiecks. 

Drücken die 1‘nnklgleiclmngen in der Normalfnrm : 

A Q — o , .1 1 = o , A t — o , A, = o 

die Ecken eines Tetraeders ans, so bat man Tür die ilalhiniugs- 
puukle der kanten die folgenden Gleichungen : 

A u + A, = o . A, + A, ■= o , 

A„ + A, — u , A t + A, = o . 

A 0 + A, = o , A, ■+■ A, - - o. 

Zwei von diesen in derselben Hnrr/nnlalliuie stellenden Gleicliuu- 
gen zu einander addirt gelten dreimal die ('•leicbnug : 

A v A, + A, + A, = o . 

wodurch nach 13 der Den eis des Satzes geführt ist : 

Wenn mau die Mittelpunkte der gegenüberlie- 
genden kauten eines Tetraeders durch drei gerade 
Liuieu verbindet, so schneiden sich die drei Ver- 
bind uiigslinieu in ein und demselben Punkte. 

Man kann aber auch die zuletzt angeführte Gleichung vier 
Mal zerthoilen in «He Summe von drei Gliedern -f- einem Gliede, 
woraus nach 13 der Satz eutspringt : 

Wenn mau den Schwerpunkt einer jeden Seiten- 
fläche eines Tetraeders durch eine gerade Liuie 
verbindet mit der gegenüberliegenden Ecke «les T e - 
traeders. so srhneidcu sich die vier Verbindungs- 
linien in ein und demselben Punkte. 



Die kualogie . welche «lie vorstehenden ('ntersHrbungen mit 
ikr zweiten Vorlesung bieten. erstns kl »ich atsh auf «He folgen- 
de« I olersut liiuigeu und die dritte Vorlesung. 
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Sucht man die Itedinguug , welch«- «lie Goordinateu u, r, >v 
einer Ebene zu erfüllen ' halieu , wenn die senkrechten Abstände 
der Ebene von zwei durrb ilire Gleichungen in der Norniairorui 
gegebenen Punkten : 



(45) 4 U = o , A, = o 

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Grössen 
inan : 



(16) 




«» : « 






so liudi-l 



Es ist dies«*s die Gleichung «*ines Punktes. Durch ihn ge- 
hen also alle Ebenen , ib-ren senkrechte Abstände die genannte’ 
Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung lehrt , dass 
dieser Punkt auf der durch die beiden Punkte gehenden geraden 
Linie liegt. Daher stellt die Gleichung (16) einen Punkt dieser 
geraden Linie dar. Die geometrische Anschauung lehrt ferner, 
dass die Abstämle dieses Punktes selbst von den beiden gi-gchrneu 
sich ebenfalls verhalten wie die gegebenen beiden Grössen 
Daraus kann mau wiederum srhliessen , dass die Gleichung (16) 
jeden beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der beiden ge- 
gebenen Punkte ausdrückt. Denn . welches auch der auf der 
Verbindungslinie angenommene Punkt sei, es wird (16) die Glei- 
chung dieses Punktes s«*in, wenn a„ und <i, die Abstände dessel- 
ben von den gegebenen lu-blen Punkten ausdrficken. 

Dringt mau, indem man A = - setzt, (I6 1 auf die Form: 

"i 

(17) 4 a — kA, = o ■ - 



und bezeichnet die gegebenen beiden Punkte mit 0 und 1 , und 
einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte mit 2 , so wird «lieses die Gleichung des Punk- 
tes 2 sein in der Voraussetzung, dass 1 den Werth hat: 



( 18 ) 




Dieser Punkt liegt zwischen den gegebenen beiden Punkten, 
oder ausserhalb derselben je nachdem 1 negativ oder positiv ist. 

Ein anderer Punkt 3, der ebenfalls auf der geraden Lini<- 
liegt, hat zur Gleichung: 

,19) A„ — fiA, v. 
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Das Verhältnis* : 

( 20 ) 



i (20) (30 ) 1 

ft ~ (21) : (31) 



nennt man das a u li a rin uni sc he Verhältnis* des Punkten- 
|>aares 2 nml 3 zu dem Punktenpaare 0 und 1 . 

I las anltarmonische Verliällniss wird wieder — , wenn die 

m 

(Gleichungen der beiden Puuktenpaare in der Form gegeben Kind: 



(2t) ... F 0 — a, V, — o, V 0 — IV, — o, V 0 — mV, = o. 



wovon man sich leicht überzeugt, wenn man die allgemeinen 
Formen V 0 , V, der Gleichungen des ersten Ptmktenpaarcs durch 
ihre Moriualforme.u ausdrückt. - , 

22) ... Gegeben sind die G leie Int ngen von vier Punk - 
ten, die auf ein und derselben geraden l.inie 
liegen: 

f r „ — XU, — o. U v — fiU,:-n. ü u ~X,U, — o, U 0 *=(i,U,— o, 

das a nhar mimische Verliällniss des letzten 
Punkte npaar es zu dem ersten zu bestimmen. 



Durch Zurürkfühnnig der gegebenen Formen auf die Formen ;'2J) 
erhält mau aus den letzteren das gesuchte unharmonische Ver- 
hältnis* — gleich : 

in u 



’(») 




* — p i 
»*— i» i 



Mas anharmonische Verliällniss wird zu einem ha rmoniseheu 
Verhältnis*, wenn erstens den Werth — 1 anniniml. und die 
beiden Punktenpaare werden unter dieser lledingung harmoni- 
sche Puuktenpaare. Man erhält daher aus (20) die Bedin- 
gung für harmonische Pniiklcupaarc auf einer geraden Linie : 



■(*♦) 



(20) . (30 i 

(2iT + 3D = 



Ls ist dieses dieselbe (.leie billig . welche wir am Schlüsse 
der drhteu Vorlesung unter (23) als Melinition von harmonischen 
Punkten auf einer geraden Linie aufgestellt haben zum Zwecke 
der lleheilragiing von Sätzen der kiigelolierlläelte aul' die Ebene. 
Ihre Misrussion für specielle Fälle giehl eine Vorstellung von 
der Lage von zwei hariiinnisrlien Piinktenpaareii zu einander. 
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So kann mau zum Beispiel Bemerken . wenn von einem Pmiktni- 
paarc, welche« harmonisch ist zu einem gegebenen Pimklenpaar, 
der eine l‘uiikt zwischen die gegebenen l'ä 1 1 1 . dass der andere 
ausserhalb liegt : wenn der eine Punkt die von dein gegebenen 
Punkteilpaar begrenzte gerade laiue haibirl , dass der andere in 
das Unendliche lallt, und umgekehrt; endlich, wenn der eine 
l’uuki einem der gegebenen unendlich nahe rückt , dass der an- 
dere iluu ebenfalls unendlich nahe rückt . so dass im Grenzlalle 
alle drei Punkte zusammenfallen. 

l>a für harmonische Punkte ^ - — »— 1 ist, so stellen sich die 

m 

Gleichungen zweier harmonischer Punklenpaare also dar: 

... f o : - O,. t | — — O . f q 7- / / o , f q "f" f f | — p O* 

Sind allgemeiner die Gleichungen von zwei Punktclipaaren 
auf derselben geraden Linie gegeben in der Form Wi. so erhält 
man die Bedingung, dass sie harmonisch zu einander seien, 
wenn mau (23) gleich — I setzt, woraus die Beditigungsgleirlnmg 
hervorgeht : 

(261 . : . Xfi — * (ft + n H, + ft,) + *(>,'== n. 

Wenn daher von zwei harmonischen Puuklenpaaren drei 
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmonische Punkt un- 
zweideutig bestimmt. Aber es ist nicht das Punktenpaar be- 
stimmt, welches harmonisch ist zu einem gegebenen Punklcn- 
paar. Deshalb kann man die Frage aufwerfen : 

(27) . . . Dasjenige Punk len paar zu best im men, wel- 
ches harmonisch ist zu jedem vou zwei ge- 
gebenen Punk tenpaa reu, die auf derselben 
geraden Linie liegen. 

Sind : V t — i„U t = o , u a — l,U, =^* , 

£ o p n £’| - - 0, £ „ ,U|£f| “ o 

die Gleichungen der gegehenen. lind : 

ir„ -*££,=#. 

V„ - fl U t — 0 

die Gleichungen des gesucliien PnnklFnpaares . so hat man die 
Bediiigungsgleirliiingen : 

Aft — 4 ft + fi) (£,> + Ih . 1 + *of*o — 6, ‘ 

*P — il* + (*> + f*l),+ *lfG rft O. 
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Hiernach sind die Unbekannten A und p als die Wurzeln 
einer leicht zu bildenden i|uadratisrhen Gleichung bestimmt. 
Man wird daher nur ein einziges Punktcnpaar linden, welches 
zu den gegebenen beiden harmonisch ist. 

Drei Punktenpaare auf derselben geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktcnpaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktenpaare. 

Zwei gegebene Puukienpaare auf derselben geraden Linie 
lieslimmen nach dem Vorhergehenden dasjenige Punktenpaar, 
welches harmonisch ist zn jedem der gegebenen Punktenpaare. 
Lin drittes zu dem bestimmten Punktenpaare harmonisches Pmik- 
lenpaar wird also mit den gegebenen beiden eine ftivolntion bil- 
den. Da aber von diesem dritten Punktenpaare ein Punkt auf 
der geraden Linie beliebig gewählt werden kann , so sieht inan, 
»lass von drei Punktenpaaren der Involution fünf Punkte auf der 
geraden Linie beliebig angenommen werden können . dass der 
sechste Punkt der Involution aber durch sie bestimmt ist. Es 
liudel daher zwischen drei Punktenpaaren auf derselben geraden 
Linie nur eine Bediuguugsgleirliung statt, wenn sk* eine In- 
volution bilden. 

(28) ... Es sind die Gleichungen von drei Punkteu- 
paaren auf derselben geraden Linie gegeben: 

K — A, F, = o , F„ — A, F, = o , F, — A, Fj =3 O , 

V o J | = o , t 0 Pi V i o , f „ Pt f i — o 

die Hetlingung anzugeben, unter welcher 
diese drei Piiukteujiaarc eine Involution 
bilden. 

Stellt man die drei Hedingimgsgleichungen in «ler Form (26 
auf, die erfüllt werden müssen, wenn sieh ein Puiikteupaar: 

V, - A r, = o , 
i'o — fvF, = o 

hesliminen lassen soll, welches harmonisch ist zu jedem der ge- 
gebenen Punktenpaare, mul eliinmirt aus diesen drei ftcdinguugs- 
gleirhuugen A + p und A p , so erliält man die gesuchte Hedin- 
gungsgleirhung : 

{») • • • A # — p,j (A, — p, (A, — p„' + u, — A,' (p, — A t ) (u, — A,)t=o. 
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Diese Bedingungsgleichiing wird, wenn man setzt A 0 = j« 0 = A 
und zugleich k, = fi,= (i. die Rcdingungsgleichung für vier har- 
monische Punkte, die mau erhält, wenn mau den Ausdruck (23} 
gleich — l setzt. Deshalb hat mau den Satz: 

Wenn von drei Punkten paaren der Involution das 
eitle Punkte u paar mit einem Punkte, ein zweites 
Pu nktenpaar mit einem zweiten Punkte Zusammen- 
fällen, so ist das dritte Puukleupaar der Involution 
harmonisch zu den beiden Punkten. 

Diese Gleichung (29) geht ferner über in : 

*if*t — i.Pt = o , 

wenn die Gleichungen der drei Puuktenpaare in der Form gege- 
ben sind : 

0, itg — k | // 1 i O) wtg i J .1 1 ■ O, 

/ 

— o, A„ — f i,A , = o, A„ — p,A, = o, 
woraus mit Rücksicht auf (18) die Relation hervorgeht : 

(20) (30) (40) (50). _ 

) * (21) ' (31) (41) ' (51) — * 

wenn A„ und .4, die Normalformeu bedeuten für das erste Punk- 
tenpaar 0 und |, und mau das zweite Punktenpaar mit 2 und 3, 
und das dritte Punktenpaar mit 4 und ä bezeichnet. 

Die abgeleitete Gleichung (30) kann als Dclinition dienen für 
drei Puuktenpaare der Involution, gleich wie die beiden anderen 
Gleichungen, welche aus ihr durch Vertauschung von je zwei Punk- 
ten der drei Puuktenpaare hervorgehen. 

Es lassen sich aber auch die Gleichungen von drei Puukteu- 
paaren der Involution immer auf die Form zurückführeu: 



(31) . . . 



k 0 y, = o, v„ -k,y, = 0, v„ - x t v, 



o. 



F» + V\ — o, V„ + t| V\ = o, V 0 + k, V, — o, 

indem man das Punktenpaar zum Grunde legt V t = o und V, = o, 
welches harmonisch ist zu jedem Punktenpaare der Involution. 

Setzt man, um diese Gleichungen symmetrisch durch drei 
Symbole auszudrücken : 



r iv — 

0 ~ a,-v 



Fo-i.F, 



V , 



t,~V 

so hat man die identische Gleichung : 

(32) . . lf a -f- U, -f- Ui o , 



F 0 -t,K, 






Ai 
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untt dfe Gleichungen der drei Piinklcupaarc der Involution (3 t) 
stellen sich also dar: 



(33) . 


U „ — 0 , 


U,= 0,. 














Pi Pi 


“t Po 


Po Pi 


indem 


die Grössen p„, p, , 








A, — A t 


A« A|, 


^0 ^>1 






V+T 0 - 


A„ + A, ' 



ebenso willkürlich ldeiheii als die Grossen A 0 , A, , k,. 



Man hranrht daher nur die Gleichungen von drei Puiiktcn- 
|iaaren auf die Form (33) ziirück/.iifüliren und die identische Glei- 
chung (32) narhzuw eisen , tun den Beweis zu rühren, dass die 
drei Punklcnpaare -eine Involution' bilden. 

Neben den Relationen (301 zwischen den Kntfernungen der 
Punkte der Involution von einander hat man noch andere, die 
sich ans den Gleichungen 32 und 133, leicht ahleiten lassen, 
wem) inan die Symbole U„, U,, U t durch ihre Normall'ormeu: 

Po Uu == A „ , Pi - = A, , U t = A t 
ersetzt, wodurch (32t und ;33 übergehen in: 

( 3 +) + A, + d» == o , 

Po Pi Pt 



II 

O 


0, 


A, 


=5 0 , 


A, 


= 0, 


Al _ 

P1P1 


A. __ 

Pt P« 


Al 

Pi Pf 




As. 

Po Po 


_ Al 

Pi Pi 



Beim es ist nach 18 , wenn man die drei letzten Blinkte mit 
ß„, /?, , R t bezeichnet: 

Pi Pi __ <//„.-/,) P-Pt ( R\ - t , t PoPo ( ftf A,,l 

PtPt PoPo (*, ■<„) Ml Pi {.Ri A |) 

woraus inan thirch M ult iplicntioti säiumtlicher Gleichungen erhält: 

, _ (»«A,) - . kB,A„) 

'• (Ji 0 A t ) .(ß,A a ) .(ß,A,j 

F.s ist dieses dieselbe Gleichung, auf welche am Ende der 
dritten Vorlesung 24 die Betrachtung des unendlich Kleinen ztt- 
nickfiihrte. Aus ihr erhält man endlich durch Vertauschung von 
,< n mit B 0 , vou cf, mit //, und von A, mit R, noch drei andere Relationen 
neben derGleirlmug (36t, die alle dieselbe Bedingung aber in anderer 
Form ausdrftcken mul sich daher von einander ahleiten lassen müssen. 
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Es wird dieses genügen . tun die doppelte Deutung von 
linearen symbolischen Ausdrücken und Gleichungen von drei Va- 
riabein anscbaiilich zu machen. Die weitere Durchführung der- 
selben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung unterliegt kei- 
nen Schwierigkeiten. Wir übergehen sie aber, weil sie nur zu 
solchen geometrischen Sätzen führt, die bereits durch das Prin- 
rip der Kugel allgemeiner auf der Kiigeloberlläche nachgewieseti 
wurden und ihre Geltung in der Ebene durch die erwähnte Be- 
trachtung des unendlich Kleinen erlangen. 

Wir schlossen diese Vorlesung tnil einer Betrachtung des 
Tetraeders. Es seien: 

A„ = o, = 0 , A t — o, A' 3 — u 



die Gleichungen der Ecken desselben. Irgend drei beliebige 
Punkte auf den von der Ecke A 0 = u ausgehenden Kanten stel- 
len sich unter der Form dar: 



-tp t| ^ Aj, A 2 _ ^ A n .'fi 

"(1 »1 ’ «0 "» ’ "fl «3 

Die Differenzen dieser Gleichungen ergeben: 




als Gleichungen von drei Punkten auf den drei anderen Kauten 
des Tetraeders, die zugleich auf der durch die drei ersten Punkte 
gelegten Ebene liegen. Man kann also sagen, dass man durch 
die sechs Kanten des Tetraeders eine beliebige Ebene gelegt habe. 
Die Schnittpunkte derselben mit den sechs Kanten drücken jene 
sechs Gleichungen aus. Die Gleichungen der vierten harmoni- 
schen Punkte auf den Kauten des Tetraeders sind dann rcspective: 




Durch Addition je zweier von diesen Gleichungen, die unter 
einander stehen, erhält mau die Gleichung: 



Cjl A I | 



A ‘ -f = o. 

", ", 



Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satzes: 



Wenn man ilie Kanten oder die Verlängerungen 
der Kanten eines T etraeders durch eine Ebene srhuei- 
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SecJislo Vorlesung. 



det, und a-uf jeder Kante zu dem Scbnitlp-nukte den 
vierten liarmonischen Punkt conslruirl, so schnei.- 
den sieli die drei geraden Linien, welche die vierten 
harmonischen Punkte auf den gegenüberliegenden 
Kauten paarweise verbinden, in ein und demselben 
Punkte. 

Rückt die, die Kanten des Tetraeders schneidende, Ebene in 
das Unendliche, so werden die vierten harmonischem Punkte die 
Mittelpunkte der Kanten. 



. Sechste Vorlesung. 

Homogene Coordinaten. Gerade Linien im Raume. 

Um die Vnrtlicile der Symmetrie in der analytischen Geo- 
metrie zu haben, drückt mau den Ort eines Punktes im Raume 
durch vier Coordinaten .r . y , ' , p aus. Mau versteht darunter 

vier Grössen, deren Verhältnisse — • — » ' die geliräuchlichen 
, 7 ' P P 

rechtwinkligen Coordinaten des Punktes darstellcn. Wir werden 

fortan jene vier Grössen die Coordinaten, oder die homoge- 
ne u Coordinaten des Punktes nennen, die angegebenen Verhält- 
nisse dagegen die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes. 

Rieses vorausgesetzt, werden die Cuordiuatrn eines Punktes 
die Lage desselben im Rauine zwar unzweideutig bestimmen, aber 
nicht umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes vollständig 
bestimmt, wenn die Lage des Punktes im Raume gegeben ist. 

Ein Punkt im Raume hat hiernach unendlich viele W'ertlie sei- 
ner Coordinaten, deren Verhältnisse zu einander aber bestimmt sind. 
Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coordinaten ein und den- 
seihen Punkt bestimmen . wenn ihre Verhältnisse dieselben sind. 

Rie Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coordinaten 
ausgedrückt: 

Ax -f- Bi/ + Cz -f- D = o 

wird durch Eiufülinuig der Itimingencn Coordinaleu , indem man 

— > £., * . respective für x, y , z setzt, und mit p niuKiplicirt , zu 
PPP 

einer homogenen Gleichung derselben Ebene: 

Ax + By + €z -(- Itp = o. 
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Ist daher U = o die Gleichung einer Ebene 4n recht» inK- 
ligen Gonrdinaten und man setzt pU — IV, so wird IV — o die 
homogene Gleichung derselben Ebene , wenn man fftr die Pro- 
dnele xp, y p, z p, p die neuen Goordiuateu setzt x, -y. z, p. 

Umgekehrt. ist h’=n die homogene Gleichung einer Ebene, 
so braucht mau in ihr nur p — I zu setzen, um die Gleichung 
derselben Ebene in rechtwinkligen Gonrdinaten zu erhalten. 

Mau ersieht hieraus , dass sich mit den homogenen Formen 
der Gleichungen voll Ebenen ebenso operiren lässt, als aut den 
allgemeinen Formen.' 

Sind zmn Beispiel die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren, 
die sich in derselben geraden l.inie schneiden, in der allgemei- 
ne« Form gegeben: 

U 0 = u , V | = o , U„ — i U, = o , IJ„ — p V, = o , 
so stellen sieh die: Gleichungen dieser Elieneu , indem man setzt 
pV a — H' 0 , pV i = IV, in der homogenen Form ebenso dar: 
IV„ = o, . W, = o , IV 0 — l H', = o, IV„ — fi IV, — o. 
Diese homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorhergehen- 
den filier, wenn mau p— 1 setzt. Das anharmonisclie Verhält- 
uiss L des zweiten Ebenenpaares zu dem erstell lässt sich im 
ersten wie in dem zweiten Falle aus den Gleichungen ahlescn. 

Gleichzeitig drückt man die Lage einer Eherne im Kauine 
durch vier Eheueiicoordiuaten . homogene Eheucnroordhiate.il, 
u, r, w, r ans. Man versieht darunter die Goeflirientcn der Va- 
riabelu in der homogenen Gleichung der Ebene. Die gebräuch- 
lichen rechtwinkligen Ebetiencoordinaten sind demnach die 
durch die Lage der Ebene im Itaume gegebenen Verhältnisse 

M U M* 

r r r 

Die Gleichung eines Punktes: 

Au + /fr -|- Cw + f)= n 

wird durch Einführung der homogenen Ebrncnroordinalen , in- 
dem man — » — für u, v, w setzt und mit r nmltiplicirl, zu 

r r r 1 

einer homogenen Gleichung desselben Punktes: 

Au -+- Bv + Vtv -+■ D r = o. 

Ist daher U — o die Gleiehung eines Punktes in rechtwink- 
ligen Ehenencoordiimten, und man setzt rl! . - R , so wird R = o 
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dte homogene Bleichung desselben Punkleg , wenn man für . 
ru,rv,rn>, r respertive setzt u, v, w, r. 

Ist umgekehrt H = o die homogene Bleichung eines Punk- 
tes, so gehl dieselbe, wenn man in ihr p = 1 so tut, in die 
durch rechtwinklige Kbenenrourdiiiatcn ausgednukte Bleichling 
desselben Punktes über. 

Für diese homogenen Formen der l'unklgleicluingen gelten 
daher .dieselben Eni wickehingen, die wir für die allgemeinen 
Können der Puuklgleiehuugeji gegeben haben. 

Sind zum Beispiel die homogenen Bleichungen von zwei 
Pimktenpaaren auf dorselben geraden Linie gegeben in der Form : 
R 0 = o; J( t — o, R„ — IR, = o, R 0 — p R, =z= o, 
so hat man das anharnionische Vcrhältniss des zweiten Pnnkteji- 
paares zu dem ersten gleich — • 

Iler Vortheil der homogenen Koordinaten tritt erst in den 
folgenden ilelrnebtiingen zu Tage. 

Wenn inan mit R k den Ausdruck bezeichnet: . 

Rk == x k n + y k v + z t rv + />, r, 

so sind : 

J{„ = u, R, = o 

die homogenen Bleichlingen zweier Punkte 0 und I , die durch 
ihre Koordinaten .r,, y 0 , ; 0 , p i} und x, , y, „ z,. p, gegeben sind. 
Es ist ferner: 

R» ■+• Ri — o 

die Bleichung irgend eines Punktes P auf der Verbindungslinie 
der beiden gegebenen Punkte. Bezeichnet mau mit a-, y, i, p 
die Koordinaten dieses Pmiktes und bestimmt dieselben aus der 
zuletzt angegebeueu K.feicbung, so erhält man: 

x— l 0 x e -f 

,.s » — K’jo + L<y< • 

IK 

- — iple F B - 1 ■ 

P — KP« + *./»!• 

Hieraus ergeben sieh nun die Koordinaten .r. ij, z, p aller Punkte 
auf der Verbindungslinie der hehlen Punkte 0 und I, wenn man 
und i, beliebig variiren lässt. Mau kann aber auch A, = i 
selzcu mul allein a, vaciireu lassen. Hie Koordinaten des zu P 
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harmonischen Punktes erhält mau aus ( l) , wenn mail in — X, 
umwandelt. ’ 

Ans den gegebenen Gleichungen von drei Punkten o, 1,3» 

/?„ = u, /?, = o, R t = o 

setzt sieh die Gleichung eines beliebigen Punktes der Ebene zu- 
sammen , die diireh die gegebenen drei Punkte lundurchgeiil : * 

i u ffj, *4~ X, R t -p Ä| — o. * 

llie Koordinaten x , y , z , p dieses Punktes steilen sieb dar wie . 
folgt: 

X ~~= 1 0 ■{* 1 1 U’j 

m y — ~f* Xl.Jh ^l!/t » 

t — "f" "f" -i » 

P~ l«Pu + X, Pi + X,/Z t> 

Diese Ausdrücke geben die Koordinaten aller Dunkle der genann- 
ten Ebene, wenn man X ai X,.X t beliebig variiren lasst oder anrb 
nur zwei von diesen tirösseu. 

Ebenso setzt sieb aus den gegebenen vier Pmiktglelehuiigeit : 

/?„ = «, /?,—<>, R, = u, U, == o 

die Gleielumg eines belieliigen Punktes im ilamne zusammen: 

X(J ^0 "b X, Ä, -p Xj Äj -p Xj ftj = O , 
woraus man die Koordinaten x,y,:,p dieses Punktes erhält: 
x — X„.r # -p Xj x, -p K j > -p X 3 .r 3 . 

( a ) y — Kv« + x,y, + x,y, + x 3 y 3 , 

z — — X„ Zq -p a, Zj -f- td -p X 3 Zj, 

P = X„/>„ + KPl + Kp* + hPi- 

Die analogen Reteaehtuugen, augestellt bei homogenen Glei- 
i liuugeii der Ebenen , führen auf ganz analog gebildete Kela- 
tionen. 

liezeielmet man uäuilieb mit U\ den Ausdruck : 

W k = i*x + v k y -p n\z -f r k p, 

so bat man die Gleichungen zweier durch .ihre homogenen Koor- 
dinaten r a , ir„, r 0 und «i,, v, , w, , r, gegebenen Ebenen Omni 

tf, = u, H’, = a._ 
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Irgend eine Ebene, die durch die Schnittlinie der gegebe- 
nen Ebenen hindurchgeht , bat zur Gleichung: 
h W a + \ X W X =*■ o. 

Wenn nun u, fr, w, r die tloordinaten dieser Ebene bezeich- . 
neu, so bat mau: 

' *e='i 0 M e -4- 1 , 9 , , 

» = K*>o + l > v i' 

••••••• •• . » 

WZ=: \„nr u -\- A,»,, - ' 

r — A„r 0 -f A, r, , 



(0 



und man erhält die (loordnialrii aller durch die genannte Schnitt- 
linie gehenden Ebenen , wenn mau A u und A, varüfen lässt oder 
auch nur eine von diesen willkürlich um Grössen. Fixirt mau 
aber eine von diesen Ebenen, so erhält mau die tloordinate.il der 
iiir zugehörigen vinrten harmonischen Ebene aus (*), wenn mau für 
A, setzt — A,. 

ln ähnlicher Weise drückt mau die tloordinaten «. v, w, r 
einer beliebigen Ebene , welche durch den Schnittpunkt dreier 
durch ihre tloordinaten gegebenen Ebenen hiudurehgeht , durch 
folgende Gleichungen aus: 

« — A„ m 0 + A, ii, + A,i/ t> ‘ • 

^ V = Ani'j -f- A, v, + A,e f , 

td— X„w tt + A,*, + A ,w t , 
r — A„r 0 + A,r, + A 8 r f . 

Endlich lassen sich die tloordinaten u, v, n\ r irgend einer 
Ebene im Kamne dureb die tloordinaten von vier Ebenen also 
ausdrüekeu : 

u = A|,i/ 0 -f- A,«, + A,i/ t + Aji/,, 

^ + A, r, -f A,e, + A.r», 



A 0 »’„+ Ai u-’i + A,«’ f 4- Ajrt j, 

t , 

r =* V» + A, r, + A,r f + A,r,. 

Stellt man die homogenen Gleichungen vor vier Eige- 
nen 0 , t, 2, .1. welche sieh in ein und derselben geraden Linie 
schneiden : 

W'v — u , W, — A H\ = « , H — pW' | =0 
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zusammen mit den homogenen (Koordinaten von irgend vier Punk- 
ten 0, l , 2, 3 , welche in derselben geraden Linie liegen : 



x„. 




X, — 


Ix,, 


;r 0 — mx J, 


V», 


yi. 


y.. — 


fy<. 


Vo — ”>y,. 


-o ■ 


*i » 


— 




— mZf, 


Po. 


Pi. 


p» — 


>p .. 


Po ~ »Pi. 



und drückt die vier Bedingungen aus, die erfüllt werden müssen, 
wenn diese vier 1‘unkte respective in den vier Ebenen liegen, so 
erhält man : 

W," = o, W,' — o. IWJ + XW° = o. mW,' + (i W," = n. 
w enn W,° und W,° die Ausdrücke bezeichnen, in welche W„ und W, 
übergehen durch Vertauschung der variabeln (Koordinaten mit den 
(Koordinaten des Punktes n . und wenn W,', W die Ausdrücke 
bezeichnen, in welche W, und W, übergehen durch Vertauschung 
dev variabeln (Koordinaten mit den (Koordinaten des Punktes |. 
Aus den beiden letzten Bedingungen erhält man alter : 



/ X 




das heisst, die Pnnkte haben dasselbe anharmonisrhe Verhällniss, 
als die Ebenen, auf welchen sie liegen. Sie sind deshalb harmo- 
nische Punkte, wenn die Ebenen harmonische Ebenen sind, und 
umgekehrt. Daraus entspringen die Sätze: 

Vier harmonische Ebenen werden durch eine 
gerade Linie in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

Vier in derselben geraden Linie sich schnei- 
dende E heuen sind harmonische Ebenen, wenn jede 
derselben durch einen von vier harmonischen Punk- 
ten geht. 

An diese Sätze srhliessen sich unmittelbar folgende an : 

Drei Ebeuenpaare der Involution werden durch 
eine gerade Linie geschnitten in Punktenpaaren der 
Involution. 

Drei Paar Ebenen, welche sich in ein und der- 
selben geraden Linie schneiden, bilden eine Involu- 
tion, wenn jede Ebene durch einen von sechs Punk- 
ten der Involution hindurchgeht. 

Hesse, Analyt. Geoinelr. 5 
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Reim, sind drei Kl*t*n* - n|ia«i'«- der Invnliilit>i> gegeben, und inan 
ronstmirt dasjenige Eheunipaar, welches harmonisch ist zu jedem 
der drei gegebenen Ebenenpaare , so schneidet das harmonische 
Eheneupaar eine gegebene gerade Linie in einem Puukteupaare, 
welches hannoniscli ist zu den Schnittpunkten eines jeden der 
drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden Linie, Letztere 
bilden also nach der Ileliuilion eine Involution. Hieraus ergiebl 
sich zugleich der Beweis des letzten Satzes, wenn man Ebenen 
und Punkte in geeigneter Weise mit einander vertauscht. 



Durch zwei .in Pimklcoordinateu lineare Gleichungeit stellt 
mau eine gerade Linie im Baume dar, die Schnittlinie der bei- 
den Ebenen,- welche die linearen Gleichungen einzeln ausdrücken. 
Denn die Coordiuatcn aller Punkte, welche auf dieser Schnittlinie 
liegen, genügen zu gleicher Zeit beiden Gleichungen, und umge- 
kehrt, tlie Goordinalen, welche beiden Gleichungen zugleich ge- 
nügen, gehören Punklen zu, welche auf der geraden Linie liegen. 

In ähnlicher Weise kann man eine gerade Linie im Raume 
durch zwei in Ebcncncoordinalen lineare Gleichungen darsleilen. 
Denn die Coordiuatcn aller Ebenen , welche durch die Verbin- 
dungslinie der beiden Punkte hindtirrhgelieu , genügen zugleich 
beiden Gleichungen , und umgekehrt alle Eheucnroordiuaten, 
welche den beiden Gleichungen zugleich genügen , gehören Ebe- 
nen zu, die sielt in der genannten Verbindungslinie schneiden. 

Durch Einführung von zwei neuen Variabel» drückt man die 
gerade Linie im llatum' analytisch durch vier Gleichungen aus. 
nämlich durch die Gleichungen oder durch die Gleichungen ( 4 ). 
Ans ihnen erfüllt man die erwähnten zwei Ausdrücke der gera- 
den Linie , indem mau durch Elimination von A„ und z, zwei 
Gleichungen bildet , im ersten Falle zwei lineare Gleichungen in 
Piuiktroordinalen-, im zweiten Falle zwei lineare Glciehmigen in 
Ebanemoordinaleu. 

Es bringt bisweilen Vortbeil , eine gerade Linie amdyliseh 
durch drei Gleichungen auszudrücken, indem man nur eine neue 
Variaiile riufübrl. wie folgt: 

Wenn < t , 0, c die rcchlwiukligcn Gourdiualeu eines gegebenen 
Punktes u auf einer geraden Linie ansdrückeu , und a, ß, y die 
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Winkel, welche die gerade Linie mit den ( '.oordiuateuaxen bildet, 
so ist durch diese Hestiinnuuigsstücke die Lage der geraden Li- 
nie im Kaume unzweideutig gegeben, und die rechtwinkligen 
Coordinateu x, y, z eines beliebigen Punktes p auf der, geraden 
Linie werden nicht mehr willkürlich sein, sondern gewissen Be- 
dingungen genügen müssen. Um diese Bedingungen zu erhallen, 
projicire man die begrenzte gerade Linie op, deren Länge mit r 
bezeichnet werde, auf die Coordinatenaxcn. Bas eine Mal erhält 
man diese Projeeliouen gleich x — a, y — b, z — e, das an- 
dere Mal gleich r cos«, r cos ß, r cos y. Man hat daher für die 
gerade Linie die Gleichungen: 

x — o — r cos a , 

(7) y — b = r cos ß, 

z — c — r cos y , 

ausgedrückt durch die rechtwinkligen Coordinateu eines gegebe- 
nen Punktes auf ihr null durch die Winkel, die die gerade Linie 
mit den Coorditialeiiaxeu bildet. Mau erhält hieraus die recht- 
winkligen Coordinateu x, y. z aller Punkte der geraden Linie, 
indem man r beliebig variiren lässt, oder die Cleielmugen zweier 
Ebenen, welche sich in der geraden Linie schneiden, wenn man 
die variable Grösse r elimiuirt , welche die Entfernung des va- 
riahelu Punktes p von dem gegebenen Punkte o der geraden Li- 
nie ausdrückt. 

Wir sehiiesseu diese Vorlesung mit zwei Aufgaben, der«« 
Auflösungen Gelegenheit gehen werden, Formeln, welche in der 
ersten Vorlesung entwickelt wurden, in Anwendung zu bringen. 

(H) . . . Den senkrechten Abstand zn bestimmen eines 
gegebenen Punktes von einer gegebenen ge- 
raden Linie im Haume. 

Die Coordinateu des gegebenen Punktes seien b„ c„ und 
die Gleichungen der gegebenen geraden Linie: 

x — <1 = r . a, 
y — b — r. ß, 
z — c = r.y , 

wo a, ß, y der kürze wegen die Cosinus der Winkel ausdrückeu, 
welche diu gegebene gerade Linie mit den Coordiuatrnaxen bildet. 

5* 
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Fällt man von dem gegebenen Punkte («,, h,, r,) auf die ge 
gebeno gerade Linie das Lotto A , und verbindet den gegebenen 
Punkt mit dem in der geraden Linie gegebenen Punkte (, a , b. e) 
durch eine Gerade A , so bilden das Leih A , die eonatruirle 
Gerade A und das Stück B der gegebenen geraden Linie, wel- 
«toes zwischen beiden liegt, ein ree lil winkliges Dreieck, in wel- 
cliein man bat: 

A = A . sin {A B). 

Es ist aber: 

shi (AB) =^y { (f ty, — ß,y) f + ()-«,— y,o)* + (aß, — a,ß;' } . 

wenn n, , ß,. y, die Cosinus der Winkel bezeichnen , -welelie die 
Gerade A mit den Goordinatenaien bildet. Diese Cosinus drürken 
sich aber so aus: 




Setzt, mau diese Wertlie in die letzte Gleichung, und den »ich 
daraus ergebenden Werth von sin (A B) in die erste Gleichung, 
so erhält man den gesuchten senkrechten Abstand: 

f [ßic — c t ) — y'b — 6,)]* 1 

a — y \ + o(« — a i) — «( c , - ci)]* y • 

( + — b,) — ßia — J 

Ein noch die Coordinalen f , »/, f des Fuss|iunktes des Liv 
lites A aut der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, drücken 
wir B aus, wie folgt: 

B «= A . cos (A B) = A[«tt , -f- ßß, + yy ,) , 
und durch Einsetzung der oben angegebenen Werthe von ß,, )•, : 
B — a(a — a,) + ß(b — b,) + y(c — c , ). 

Ist hierdurch aber die Länge von B bestimmt , so erhält mau 
durch Projeelion derselben auf die Coordinateuaxen : 

I — « = B . a. 

,) - b = B.ß, 

f — c := 0 . y. 

,‘t) . . . . Dir kürzeste Entfernung zweier geraden Li- 
nien im Kn irm r von einander zu bestimmen. 
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Es seien- die Gleichungen der gegebenen beiden geraden Li- 
nien L Z| : 

x — a= r.a, x, i— o, = r t . «, , 
y ~ — r.ß, y t — 6, = r, . jJ, . 

z—c=r.y, z, — e, =»r,.y,. • , 

Das Quadrat der Entfernung R eines beliebigen Punktes (x, y, z) 
der einen geraden Linie von einem beliebigen Punkte (x„ y„ z,) 
der anderen geraden Linie stellt sieb als Function der Cuordiua- 
leu der lieideu Punkte also dar: 

Ä* = (x — «,)* + (y — y,)* + (z — I,)*. 

Diese Coordinalen sind so zu bestimmen, dass R * unter den 
angegebenen, zwischen ihnen stattlindendeu, ftediiigungsgk-irkiin- 
gen ein Minimum werde. Denkt man sieh aber die Wertbe der 
Coordinateii aus den gegebenen Gleichungen der geraden Linien 
in den Ausdruck R ’ eingesetzt, so wird lt' eine Fuiirtiun allein 
- der von einander unabhängigen Variabein r und r , . Die Difle- 
reutialreehnung lehrt die Wertbe der Variabelu bestimmen, welche 
eine solche Function zu einem Minimum machen. Dieses geschieht 
aus den beiden Gloiehungen : 

rfH* rill* 

rfr ° ’ rfr, "• 

Setzt man die sich aus diesen heulen (ileichungeu ergebenden 
Wertbe der Variabein r und r, in die Gleichungen der beiden 
geraden Linien ein, so erhält inan die Coordinateii (.r, y , z) und 
(x , , y , , *,1 der Begrenziiiigs|mnkle der kürzesten geraden Linie R 
auf den beiden gegebenen geraden Linien. 

Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sich, wenn 
man für /?’ seinen angegebenen Werth setzt, also dar: 

{x-—.x,)a -f (»/ — y, ß + (*.— 0. 

x — x,}ti, + \y — y,)i 3, 4 (z — Zi)r, = o. 

Da aber die Differenzen x — x , , y — y , , z — *, der Coor- 
diiialen der ltegrenziiiigs|iuiikte der kürzesten geraden Linie R 
sich verhalten wie die Cosinus ß 3 , y, der Winkel , welche die 
kürzeste Linie R mit den Coordinatenajen bildet, so kann inan 
iViesc Gleirhunge.il auch so schreiben: - _ . 

«s« + ßtfi + YiV = «. 

+ Mi + Y*V* = 
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im weicher Form die linken Theile der Gleichungen die Cosinus 
der Neigungswinkel ausdrüeken, welche die kürzeste Linie H mH 
den gegebenen beiden Liltien L und L, bildet. Da diese Gosinus 
aber gleich o sind, so folgt hieraus, dass die kürzeste Linie R 
senkrecht steht auf jeder der beiden gegebenen Linien L und L,. 
Aus diesen Gleichungen ergaben sich die Verhältnisse von 

ka, = ßy, — ß,y, 
kß, = yu, — y t a, 
ly s = aß, — a,ß, 

woraus mau wieder, indem man ijiiadrirt und addirt , erhält: 

. * • r V. 

k* ~ »in'fiZ.) = (/S y, — ß,y )’ + {y«i — tfi«)' + [«ß, — P\ß?. 

Setzt man diesen Werth von A iu die letzten drei Gleichungen, 
so erhält man die Cosinus der Winkel, uelrhe die kürzeste Linie 
mit den Coordinatenaxen bildet: 



*i 



_ ly. — fli y, 

sin (Li 



ä _ r«i - y.« , 

^ su. (LL,) 



y> 



<*ßi — " iß 
sin [LI.,) 



l’in die Länge der kürzesten Linie zu erhalten , projieire 
man die Verbindungslinie D der auf den Linien L und L, ge- 
gebenen beiden lhmkte [a.b,c, und [a,, b,,c,) f welche mit den 
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus wir hezeieiinen mit 
“*• ßf 7v auf die kürzeste Linie R. Sie wird R selber sein, weil 
die gegebenen beiden geraden Linien L. L, auf der kürzesten 
Linie R zwischen beiden senkrecht stehen. Mau hat daher: 



R — B . cos BR 3= B er,« s -F ß t ß, -F y# t ). 

Do alter: 

I) a« =o — <i,. I)ß t =^zb — b , , B y t = c — c,, 

so erhält "man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen dieser 
Wertlie und der vorhin angegebenen für cr 3 . ß„y 3 und sin (L L ,) : 

io’ Pi y) + ( * — yi*l-F(c— c , — «,ß) 

]/ {(Py, - P,y) ! -F (y«i — yi«)* + (“Pi — “iP)*} 
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Es bleibt noch übrig die Wert he von r und r, zu bestim- 
men, welche TV zu einem Minimum machen , um mit Hülfe der 
gegebenen tileiehungcn der geraden Linien L und L, (Re Lnor- 
dinaten x,y,z und .r,, y , , r, der Begrenznngsptuikte der kürze- 
sten Linie R auszudj'ücken. Hierzu dienen die zu Anfang der 
Untersuchung aufgoslellte» beiden (ileiehnngen , die sich, wenn 
uian für x, y, z und ,r, , y, , z t die Werthe ans den Gleichungen 
der gegebenen beiden geraden Linieu substiuürl , redncircu auf: 

(a — «,) « -f- (b — ft,) /S + (e — c,)y + r — r, eosfZZ,) = », 

(« — «,) n, + (ft — ft,) ß, + (c — r,)y, + r cos [LI,) — r, = ®. 

Diese (ileiclmugen gehen, wenn man für die IHflcrejizen. n — 
b — b,, c — c, die vorhin angegebenen Werthe I>a t , Rß tt py, 
seiet , übei- in : 

IX eps [L D) + r — r, cos (LL,) — o, 

D cos (L,D) -+- r cos (LL,) — r, = o, 

und durch Aufiüsiuig dieser (ileiehnngen nach r und r, erhält 

man : •" 

‘ r * (fV ~ '■<" Wl 

. Tcos (Lift . cos i LL,) — Cos (L,fft 1. 

siunZA) > . , ....... 

Dadurch sind aber die (irössen r und r r unzweideutig beAÜMMWt. 
Lin sie durch ihr gegebenen tirösseu auszudrückeu . hat man 
folgende Substitutionen zu machen : 

D co* (LR) — (« — a,)<* + [b — b,) ß ■+■ (c. — c,) y , 

D cos (L,Tft (« — /y, > i er, -f- (6 — ft,J ß, + (c — r,) y, , 

,/ • 

eus(ZZ,) : - ««, +ßß, + yy,, 

sin \LL,) == i ßy, - §,yf + (ya, — y,a/-f (aß, — a ,ß )'. .. 
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Siebente Vorlesung. 

-.Determinanten. „ 

Ein wesentliches llültsmittpl zur Uihfnnnttng voll Gleichun- 
gen, welche als eine der Aufgaben «irr 'analytischen Geometrie 
bezeichnet wurde, ist die PetcrniUKlntcnlhoortc. " Ein dieses Hilfs- 
mittels iu dem Folgenden Hiebt zu entbelircn, sollen in dieser 
Vorlesung der Begriff der Determinante und aus ihm einige Sätze 
der Beter minauteulheorie entwickelt werden. 

Es ist eine Eigenschaft des Products »ännutlieliei' LHfTerenz« , n 
von n + I ■Elementen a a . 

P = (fl, — flo: (fl, — «»)..• K — “#) • 

(«f —«.)••• («. — «l). 

-K — 

welches ans "(''+>) Paetoren bestellt, dass dieses l'rodurt nur 
sein Vorzeichen ändert , wenn man die Elemente u„ und a, mit 
einander vertauscht. Alter diese Eigenschaft gilt allgemein für 
irgeml zwei von den angegebenen Elementen » x und u^. Man 
überzeugt sich von der Wahrheit dieser Hehanjilnng leicht, wenn 
man die- Factoren also ordnet: 

- ± **= K - a z) n >*’ — "x n (a X’ — a i) n V - «i’j. 
woselbst angenommen ist, dass x' und X' die Zahlen o, 1 . . . n 
ntit Ausnahme der Zahlen x und X, und dass TI (a x - — a x • das 
Product aus den Factoren « x > — a x etc. . . . bedeuten. Denn 
durch die angegebene Vertauschung ändert nur der erste Fartor 
sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in einan- 
der über, während der letzte Fartor ganz migeändert bleibt. Da 

ferner immer einer der — 1 Factoren von P verschwindet, 
wenn man für ein Element ein anderes setzt, so kann man fol- 
gende beide bemerk enswerthe Eigenschaften des Productes P her- 
vorhelten : 

Das Product P ändert nur sein Vorzeichen, wenn 
man zwei Elemente in demselben mit einander ver- 
tauscht. 
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Das Product P verschwindet, wenn man tür crnel, 
der n + l Elemente ein anderes setzt. 

Die Entwickelung des Products P giebtGlieder von der Form : 



a„ ff, 

a„ ’a. 



er. «i « 

A * a X ■ ■ ■ 



Da aber das Produkt selbst aus ^ Fuctoren 

hat manr 






n(n + 1) 
2 



b«!steht , so 



Das angegebene Glied der Entwickelung verlangt , dass in 
derselben auch folgendes Glied enthalten sei: 



w. 

a X 



«i 



mit dem entgegengesetzten Vorzeichen als das angegebene Glied. 
Denn da durch Vertauschung der Elemente a v und das Pro- 
duct P übergeht in — P, so müssen in der Entwickelung von P 
die Glieder paarw eise mit entgegengesetzten Vorzeichen Vorkommen, 
so dass sie, abgesehen von dem Vorzeichen, durch die angege- 
bene Vertauschung der Ktemciile in einander übergehen. Hieraus 
folgt, dass die Exponenten. und verschiedene ganz«' Zahlen 
siud. Denn wären sie gleiche Zahlen, so würden sich die bei- 
den angegebenen Glieder der Entwickelung fortheben. Es sind 
also die Exponenten « 0 , . <*„ verschiedene ganze Zahlen. Da 

aber die Summe derselben gleich * ^ Ist, so können sie 

nur die Zahlen sein: 

0, t, 2 . . . n 
in irgend einer Keilienfolge. 

Diese Bemerkungen gehen ein Mittel an die Hand aus einem 
Gliede der Eutwickching von P alle übrigen zu bilden. Ein er- 
stes positives Glied der Entwickelung ist: 

m,' . . . 

welches mau erhält, wenn man die positiven TUeile der Differen- 
zen in dem Produrt P mit einander multiplicirt. Aus diesem 
positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Elemente, oder, 
was dasselbe ist, zweier Indiens ein Glied der Entwickelung hervor, 
welchem das negative Vorzeichen zuziiertheilen- ist ; aus diesem 
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letzteren wieder ein positives, wenn man zwei andere Elemente 
oder imiiees mit einander vertauscht u. s. w. 

Aus diesem Grunde erhält inan aus dem angegebenen ersten 
positiven Gliede der Entwickelung von P alle Glieder der Ent- 
wirkelmig durch Perunitalion aller n + 1 Elemente oder Indices, 
indem man die Exponenten imgeändert lässt. Die Vorzeichen 
dieser so gebildeten 1.2...(« -f- I) Glieder richten sich nach dem 
ersten Gliede in der Art, dass ein bestimmtes Glied das positive 
oder negative Vorzeichen erhält, je nachdem es aus dem ersten 
durch eine gerade oder durch eine ungerade Zahl von Permuta- 
tloneu zweier Indices hervorgegangen ist. 

Ist zum Beispiel n — 2, so erhält man auf die angegebene 
Art die Entwickelung des Products P—(a,— a 0 )(a t — «„) (a, — a,) 
aus dem ersten Gliede n 0 ° a* «,*: 

af-afa'.a'.+ afa,'«»'- <f,°a 0 ' o f ' + 



Man kann aber auch aus dem angegebnen ersten positiven 
Gliede der Entwickelung des Products P alle fibrigen Glieder 
durch Peromtation der Exponenten herleiten, indem man die lu- 
dices ungeändert lässt. Das Vorzeichen eines so gebildeten Glie- 
des ist wieder das' positive, oder negative, je nachdem das Glied 
aus dem ersten positiven durch eine gerade oder ungerade Zahl 
von Permntationen. zweier Exponenten . entstanden "ist. • 

Deuu ist ein Glied der Entwickelung von P: 



a M a 

s a i 



r. . a. 



so weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem Vor- 
zeichen bedingt : 



,, “*« “t 
"l °x 



welche Glieder, abgesehen von den Vorzeichen, in einander über- 
gehet), wenn man a x mit vertauscht. Diese Glieder gehen 
aber, abgesehen vod den Vorzeichen, auch in einander über, wenn 
man die E.\|Hmenlen «„ und mit einander vertauscht. Das 
erste abgegebene Glied bedingt also das zweite von entgegenge- 
setztem Vorzeichen, welches aus ihm durch Vertauschung irgend 
zweier Exponenten und erhalten wird. Demnach gilt das- 
selbe von den Exponenten, was im Vorhergehenden von den In- 
dlres nachgewiesen worden ist. 
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'Venn inan in der angegebenen Entwickelung des Prmhictes P 
die Exfinnenten 8J n der n + 1 Element« obere Indices be- 
deuten lässt , so bat man in der Voraussetzung, dass «^Symbole 
seien für irgend welche Grftssen, die sirh mit x und l ändern, 
einen Ausdruck A von (* + l)* Elemeuten 'a£, den man Deter- 
minante nennt. 

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Productes P aus 
dem ersten angegebenen positiven entstehen durch Permutation 
der unteren Indices oder durch Permutation der Exponenten, so 
ergeben sich auch aus dem ersten positiven Gliede der Determi- 
nante alle übrigen Glieder derselben, entweder durch Pernmta- 
tion der unteren oder der oberen Indices. Man braucht also 
nur das erste positive Glied der Determinante zu kennen , um 
alle übrigen Glieder derselben mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen aus demselben abzuieiten. Daher hezeirhnet man die 
Determinante A, indem man nur das erste positive Glied nmnerkt, 
mit dein Zeichen*. 

(I) . .... A---~- 2 ± a° V . . . o». 

Doch reicht diese Bezeichnung nicht ausf in den Füllen, wo 
speeieile Operationen mit den Elementen selbst atisznführen sind 
In diesen Fällen bedient inan sich, indem man alle Elemente 
der Determinante angieht . der Bezeichnung: 




Zieht man aber in Erwägung , dass alle Glieder der Deter- 
minante aus dem ersten positiven Gliede entstehen durch Permu- 
tation der oberen oder der unteren Indices, dass das erste Glied 
seihst uageändert bleibt, wenn man in jedem Elemente den obe- 
ren Index mit dem unteren vertauscht , -so sieht man ein , dass 
man auch in der Determinante den oberen Index eines jeden Ele- 
mentes mit dem unteren vertauschen kann ohne die Determinante 



seihst zu 


ändern. Mau bat daher: 


J 


' • X 




1 V — 


V j * * 




0 ) . 


J ®|*> • «“ ' 


; 


• • 




' ®.°. 


n 

a n 1 
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Ute Determinante A zeigt Eigenschaften , die den iiervorge- 
hobenen Eigenschaften den 1‘rodnctos P ganz ähnlich sind , lind 
welche sich also ausdrücken lassen : 

{♦) . . Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, 

wenn inan zwei untere oder zwei obere Indi- 
ees der Elemente mit einander verlause hl. 

(5) . . . Die Determinante verschwindet, w enn man für 
einen unteren Index der Elemente einen an- 
deren unteren Index-, oder wenn mau für ei- 
nen oberen Index der Elemente einen änderen 

oberen Index setzt. 

, * 

N - , 

Diese Eigenschaften der Determinante A ergeben sich aus 
der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angegebenen 
(Nieder der Entwickelung von /’, die in die eiitspreeliondeo De- 
terminäiiteugKcdcr übergehen, wenn man die Exponenten in den- 
selben als obere Indices betrachtet. Demi auch ilie Summe der 
beiden Deterininanlenglieder ändert nur ihr Vorzeichen, wenn 
uiau a K mit o* vertauscht ., oder «„ mit a t ; sie verschwindet, 
wenn man für setzt a K , oder für a, setzt Da nttu die 
ganze Determinante aus solchen C.ljederpitaren besteht , die die- 
selbe Eigenschaft haben, so theilt die Determinante diese Eigen- 
schaft mit ihnen. 



Um noch andere Karmen der Determinante A hervorzuheben, 
deren Blldimgsgcsetz auseinamlergesetzt worden ist, betrachte 
inan ein beliebiges (>licd deesciben : . .. 



+ 





Dasselbe bat den Factor Da nun a, irgend eine der 

Zahlen 0, I ... n bedeutet, so siebt man, dass jedes (llied der 
Determinante einen Factor hat « x mit irgend einem der oberen 
Indices 0, 1 ... w. Bezeichnet man daher mit .<* <r * die Summe 
der Glieder, welche den Factor a* haben, so stellt sich die 
Determinante A dar als die Summe von Prodncten , wie folgt : 

(6) A = A x° a * + A n< + ••• W- 
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wobei zu bemerken ist, dass dir, Ausdrücke A % B . A x ' . _ . A x ' die 
Elemente « x n , a x ' . . . n x " niclit enthalten. Pinn enthielte einer 
dieser Ausdrücke noch eines der angegebenen Elemente, so würde 
ein Glied der Entwickelung von A zwei Faktoren haben mit dem- 
selben unteren Index x. 

Aber jedes der Peterminante A hat auch den Factor n x 
mit irgend einem unteren Index o, 1 ... n. Es stellt sieh daher 
die Determinante, Wenn man wie vorhin mit A* die Summe 
der Glieder bezeichnet, welche den Factor « * haben, auch so dar: 

fl'i 4 — A ' < + A* «,«>.: . . A'a*. 

indem A*. A* . . . A* Ansdrücke bedeuten, die die Elemente 
n* , o, x . . . a * nicht enthalten. Daraus folgt, dass der Aus- 
druck A* weder die Elemente « x °, « x ‘ . . . a*, noeh die -Eie» 
mente a 0 x , aj- enthält. Setzt inan daher in (6) statt 

des unteren Iudex x der Elemente durchweg einen anderen un- 
teren Index i, oder in (7) statt des eiteren Index x der Elemente 
durchweg einen anderen oberen Index 1, so erhält man mit 
Rücksieht auf (5): 



(«) • 




.. o = A x ° a x ° + AJ a x + . , 


..A, 




• • • • 


• o = A* «/ + Af a, 1 -f- . 

% 


. . A, 

f 



D|c (» + I) 1 eingeführten Ausdrücke A* lassen sich auch 
als die partiellen Ditt'erculiah|uoÜenten der Determinante. ,4, nach 
den Elementen derselben genommen. Harslellen. Deuu diffemi- 
zirt man die Gleichung (6) oiler (7) partiell nach a x , so erhält 
man : 




Sie lassen sieh aber auch als Determinanten darstellen. 
Denn setzt mau /.um Beispiel x = — « # * = o, so 

erhält man aus (6) mit Rücksicht auf (4): 



(H) 



<, ■ ■ . 

o , a,\ . . . o. 1 



jo n °* 

Ä Q “O * 



0 , rt, n , . . . H,l 
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Siebente Vorlesung. 



Ebenso erhält man aus (7 , wenn mau setzt x=*fl, 0 =<i,\..=a„ <l =o, 
mit Rücksicht auf (i) : 

! « 0 °, o , . 9 | 



( 12 ) 



«o. -O, 1 , 



= A,? 



Oeht man alter auf die Bildllhgswclse der PelernHliante .4 
aus ihrem ersten positiven filiede zurück imd permutirl alle ölte 1 
ren Indiees 1 , ‘2 ... n oder alle unteren Indiers 1, 2 . . . n (mit 
der Anmerkung des richtigen Vorzeichens eines jeden Gliedes), 
so sieht mau, dass man nicht alle Glieder der Determinante er- 
hält, sondern nur die Glieder, welche den Factor a„° halten. 
Ha die Summe dieser Glieder aber ist: .-f,, 1 ' so hat man mit 
Unterdrückung des Factors n 0 “: ... 



(13) 4,®— £ + a, 1 «,* . . . <C, 

woraus man durch Vergleichung mit (n) und (12) erhält: 







a 0 ! 
• • "• i 




<c. 


0 , 


. . 0 I 


0, 


«i 1 . • 


. . «; j 


= 




«i 1 . 


• • • <«»’ 1 


0 , 


0|". . 


• ■ K : 






«i*. 


• ••«.*! 


gle 


icher 


Weise 


erb; 


ölt juan 


aus dem 



j —a 0 °£jr o, 1 a*. . . a.' 



(rt) • • • 



der lletermintmte A dHrch Permutation der oberen oder der un- 
teren indiers o, I . . . (n — I) die Stimme der mit undtiplirir- 
ten Glieder £ + « 0 ° ilec Hetemilnante. Ita diese 

Summe aber gleicli ist A' o, 1 *, so hat man mit Unterdrückung 
des Factors a ": 



(15) Af — £ + «o® «■' • • • a £i'- 

Setzt mau in der Gleichung (7), in welcher x = n sei, 
-f- p für <i„", So geht dieselbe über in: 



«o . «r, . 
I «A • 



i «0 . “t . 
oder in: 



. . 



= -c < + a," ar + . . . Ar + Ar ,, 






= a + a: p , 
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(16).. 



\ «B . «I 

ff, 



= ■£ + •■«.'+ P^± 



«b”. <> 



Die Gleichungen (6) bis (9) dienen /ur Auflösung zweier Systeme 
linearer Gleichungen mit den (n -f- I) IJubekanuten x t , .v, ■ ■ ■ x m 
und den [n + i) Unbekannten F 0 , F, . . . F n , die sich unter der 
Voraussetzung , dass k die Zalden bedeutet 0, 1 . . . n, iu abge- 
kürzter Form als« darstellen: 

( 17 ) ....... . 1 ';== (i 0 l * 0 + a, l Xt + ... a, l x n . 

(lh) ...... y x = »x F 0 + «i* F , + . . . a x ' F„. 



Multiplicirt man nfunlidi (17) mit A*, setzt für 1 alle Zah- 
len 0, 1 ... n und addirt; oder inuitiidicirt (18) mit A?, setzt 
für k alle Zahlen o, 1 . . . n und addirt, so erhält Irtan mit (tück- 
sieht auf (6} bis (9) : '* 

(19) Ax % —A n °X t + A % 'X t + . . . A % 'X„. 

'20V AY X --~'A 0 * y„ + A x *y, 4- ...A»y t . 

Diese beiden Gleichungen rcspräsentiren wieder zwei Systeme 
von Gleichungen, da * die Zahlen bedeutet 0, 1 . . . n , und gehen 
die Werthe der Unbekannten .r„ als lineare Ausdrücke der 1’ 

S. I, f ' " 

und die Werthe der Unbekannten F x als lineare Ausdrücke dory 

Die beiden gegebenen Systeme linearer Gleichuugeu (17), ( 18 ) 
haben dieselben (« + |)* Cneflicienlen a* der Unbekannten , mir 
ilg-e Anordnung ist verschieden. Jede xle iiorizontalreilie der 
Coeßicientcn in dem einen Systeme ist gerade die xte VertioaU 
reihe des anderen Systemes. Dasselbe trifft auch bei den auf- 
gelösten Gleirhmigen I9i, (20) zu, wie die Ansicht dieser Glei- 
chungen lehrt. Deshalb braueltt mau nur das eine von den bei- 
den Systemen- { 17), (18) - wirklirli aufzulösen. Die Auflösung des 
anderen ergiebt sich nach dieser Bemerkung von selbst. 

Die Gleichungen 19, (20) nehmen die einfachere Gestalt an: 
(21) *„ = e x ° A'„ + e x ' X, + ...e x 'X., 



(22) F x ä c„* ja, + e * y, + 
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wenn mail der Kürze wegen sitzt — — = e*. Man kann daher 
dir hervorgchohenC Bemerkung als Satz also aussprerlien : 

(33) . . . Wenn (31) die Auflösungen sind des Systemes 
linearer Bleichungen, (17)y so sind (33) die Auf- 
lösungen des Systemes linearer Bleichim- 
*- gen ( 18 ). , . 

Nimmt man an, um einen speciellen Fall zu ''betrachten, 
dass für alle Werl he von x und i sei a x = a*. so wird die 
xte Horizontalreihe der CoefRcienten in (17) gleich der xten Ver- 
tikalreihe in denselben Bleichungen, mul diese Bleichlingen gehen, 
abgesehen von der Bezeichnung der Unbekannten , in (18) über, 
wenn mau setzt X 7t .= y x . Da aber unter dieser Annahme die 
Werthe der Unbekannten , die durch (31) und (33) ansgedrückt 
sind, einander gleich sein müssen, welches auch die Werthe von 
X % seien, so ergieht sich aus dem Vergleich von (31) und (33), 
dass auch e x = c*. 

Zu demselben Resultat gelangt man auch durch den Ver- 
gleich der Bleichungen (6). (8) mit den Bleichungen (7), (9). Die 
Bleichungen (6). (8) stellen nämlich, wenn A o. t ... n, ein 
ganzes System von (« -f- r) Bleichungen dar. Ein zweites System 
stellen unter derselben Voraussetzung die Bleichungen (7), (9) dar. 
Betrachtet man in dein ersten System A^\ A x . . . A x als die 
Unbekannten, in (lein zweiten System A*, A,* . . . A* als die 
Unbekannten, so hat man zwei Systeme linearer Bleichungen, die 
sich, wenn, für alle Werthe von x und A, a* — a* ist , nur durch 
die Ih ■Zeichnung der Unbekannten von einander unterscheiden. 
Man hat daher A* == A * , A x = A* . . . A x ' A* , woraus, 
wie vorhiu, folgt e* = c^ x . 

Lineare Bleichungen von der beschriebenen Art trete« auf. 
wenn mau für die partiellen Differe(itial(|iiolieiilen einer Immogenen 
Function der zweiteu Ordnung neue Variable cinfülirl. Denn 
bezeichnet man die Snniine £ a x x x x^, eine Function der zwei- 
ten Ordnung in Rücksicht auf die Variaheln x„, x, . . . x„, inil 
dem Zeichen: 

(*♦) = £ a x X, x t , 
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so kann man durch Einführung der neuen Variabeln T v und un- 
ter der Voraussetzung, dass a* — a* , die Gleichungen (|7) also 
darstellen : 

( 20 ) x % = 

Ihre Auflösungen (D) nehmen, wenn man die Function F 
defiuirt als die Summe: 

(26) F(X 0 , X„ . . A'J = X x X x , 

da =*t e* ist, eine ebeu so einfache Ost alt an. nämlich: 

(27) x % = \F'{XJ. 

Diese Bemerkungen lassen sicli kurz in folgendem Satze zu- 

sammenfassen : 

(28) . . . . Wenn inan lineare Gleichungen ton der 

Form (25) auflöset, so stellen sich die auf- 
gelösten Gleichungen unter der Form (27) 
dar. 

Die Function F nennt inan die reciproke Function der 
Function f und umgekehrt f die reciproke Function von F. Wie 
die eine Function von der anderen abgeleitet werden kann, ist 
aus dem Vorhergehenden klar. 

Aus der Darstellung der Determinante A in (6) und (7) las- 
sen sich noch andere Sätze entwickeln. Man kann nämlich in 
dieser Darstellung bemerken, dass A in qA übergeht, wenn man 
für a x *. a % ' . . . a % " rcspective setzt q a % °, ja, 1 . . . (•«„", oder 
wenn man für a*, a* respeetive setzt q u*. q a,* ... q a*. 

Daher hat man den Satz: 

(29) . - . . Wenn man Sämmtliche Elemente einer Ho- 

rizontalreihe oder sämintliche Elemente 
einer Verticalreihe der Determinante mit 
demselben Factor multiplicirt, so geht die 
Determinante über in das Product der De- 
terminante und dieses Factors. 

Setzt man in (fr) n x ° -f- + po^ 1 

respeetive für a x °, a x ‘ . . . a x ", so wird diese Gleichung nicht ge- 
ändert, weil der Factor von q im rechten Thefle der Gleichung 

Heute, Analyt. (ieomelr. 0 
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Siebente Vurlesuii" 



auf Grund vou (8) versch windet. Ebenso ändert sieb auch die Gleichung 
(7j nicht, wenn mau u„* + 9 «/ , a* + po, 1 .. . . a„ x + Qa, re* 
spective setzt für « 0 X , «, x . . . «„*, weil auf Gnuiil von (9) der 
Factor von o im rechten Theile der Gleichung verschwindet. 
Diese Bemerkungen drücken wir als Salz so aus: 



[30)'. . . . Die Determinante IHciht iingeändert, wenn 
inan in ihr eine Horizontalreihe o'derVe'rti- 
calreihe der Elemente vermehrt um die mit 
demselben Factor mulliplicirten correspon- 
*■ -» • direhdeu Elemente einer anderen llorizon- 
talrei he oder Verlical reihe. 



Mau kann hiernach die Elemente einer llorizoutalreihe oder 
VertiCalreihc anrh vermehren um die correspoudireriden Elemente 
mehrerer anderer Horizontalreihen oder Verücalreiben , jede der 
letzteren Reihen mit einem anderen Factor mültiplicirt, ohne die 
Determinante dadurch zu ändern. 

Wir schlossen diese Vorlesung mit dem Hauptsatze der Mul- 
tipliration zweier Determinanten. 



(3t) . . . . -Wenn: 

c* — « 0 X *0* + o. x 6. a 4- • • ■ «, X *» A . 

so ist: 

X+ c°c,' . . . c.' £ ± a°a,'.'. . 2 + fco«*,'. ..6.*. 

Die Bedingung dieses -Satzes lässt sich kürzer so ausdrücken: 

* *» 

I . r X i 1 

C ~ 2 . fl n 
x iA m m 

Demnach ist das erste positive Glied der aus den Elementen c zu- 
sammengesetzten Determinante : 

4 

c„* c . 1 . . . c * = 2’ a b . £ u b . . , 2 a " b , 

1 «<„ »<o m„ i m, m, m, m„ m n ’ 



wo m„. m t . . . m, die Zahlen 0, 1 . . . n bedeuten. Diese Glei- 
chung kann man auch so darstellen: 




IM, . 



/ 0 1 
I a a 
\ in„ m, 



n 0 1 

a . ft b 

m. Hi 0 in, 




Aus diesem ersten Glieds der Determinante entspringen nun 
alle übrigen Glieder derselben durch I'eiiuiiUtion der unteren In- 
diens der Elemente r. Uei diesem Verfahren weiden aber unter 
ilem Suimiicuzcichen nur die oberen Indices der Elemente n per- 



Digitized by Google 



Determinanten. 



83 



inutirt. während die Indires der Elemente b ganz uugeäwdert Wei- 
hen. Man hat daher: 



£±c„ a ^...c,‘=£ 





’ oi n 

Die Determinante £ + a a . . . « verschwindet nach 
vt 0 m, m n 

(ä), so oft zwei von eleu Indiens m„, m, ... m„ einander 
gleich sind, und mit ihr die entsprechenden Glieder der Suimite 
des rechten Theiles der letzten Gleichung. Da also in dieser 
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere Indiens 
oi 0 , m. einander gleich sind, so bedeuten m„, m, ... m, 

nur die Zahlen 0, 1 . . . n in irgend einer Reihenfolge. 



Die Determinante £ + a° a ...«" ist aber unter dieser 

— m 0 m, m n 

Voraussetzung nach (4) gleich + £ + n 0 " o,' . . . «„*, je nachdem 
die IVrmutation m„ m, . . . m„ ans der Permiitatlon 0 1...« 
durch eine gerade odpr ungerade Zahl von l’ernnitatinnen zweier 
Indices hervorgegangeti ist. Setzt man demnach ffir diese Deter- 
minante ihren angegebenen Werth in die letzte Gleichung , so 
erhält man: 



£± c°c l , ...c,'=£± «o 0 «,' 



d„* . £± b B b ' . . . b,*. 



Achte Vorlesung. 

Ganze homogene Functionen. 



Von gleicher Wichtigkeit als die Determinanten sind die Ei- 
genschaften der ganzen homogenen Functionen für die analyti- 
sche Geometrie. Diese Eigenschaften, insofern sie in dem Fol- 
genden eine Anwendung linden, werden deu Gegenstand der ge- 
genwärtigen Vorlesung bilden. 

Eis ist ciuc charakteristische Eigenschaft der ganzen homo- 
genen Function: 

(1) ■ « f{* o, x x,) 

von »i + | Variabel!) x B , x, . , . x. vom /den Grade, d^ss: 

(^) t p f (x B , x t , . . • x^j f [x 0 1 , x { I , . . ac* t). 

6 * 

- . T 
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Achte Vorlesung. 

Denn wenn eine ganze Function (1) der Gleichung (3) ge- 
nügt , so ist sie zugleich eine homogene Function. 

Die Gleichung (2) hat man als eitle identische Gleichung zu 
betrachten, in welcher die beiden Tlieile der Gleichung sich nur 
in der Form voll einander unterscheiden. 

Diflerenzirt man daher die Gleichung (2) nach l, und setzt 
nach der Differentiation t — 1 , so erhält man die identische 
Gleichung : 

(3) . . ■ p. f{x n , X,) *„/"(*,) f .t, fix,} + . . . .T„ f' (X,). 



Die zweimalige Differentiation nach t ergiebt , wenn man 
wieder t ct= 1 setzt, folgende identische Gleichung: 



(4 )...pvp - J)A-ro, -2..V 



.» *f. 

fix | 5 



* l rf.v (l d.r 






Durch dreimalige, viermalige Differentiation lassen sich aus 
(3) iu gleicher Weise neue identische Gleichungen herleiten, auf 
welche wir weiter kein Gewicht legen, weil wir von ihnen im 
Folgenden keine Aipvendiing machen werden. 



Es seien mm n°, a\ ... a". n + I gegebene ganze homogene 
Functionen der Variahelu x 0 , x,. . . . x„ respective von den Gra- 
den p „ , Kczeiclmet inan die Differenliah|uolienteii die- 

ser Functionen , nach den n + j Variabein genommen, der Kürze 



it i 

wegen mit den Zeichen = a* , so hat man nach (4) 'las Sy- 
stem identischer Gleichungen: 



Po«° — 


a 0 ° .r 0 


+ 




® nr 

1 


+ • ■ 


• X, 


Pi«' == 


«O 1 *0 


+ 


n 




+ . . 


• X, 


p„ n* 


«O* X„ 


+ 


n { 


;-r, 


+ . . 


• «.* <*„■ 



Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn 
man die Variabein x„, x\, . . . ,r„. wie sie zu Tage treten, nicht 
wie sie in den Functionen « 0 , o„ . . . «„ und in ihren Differential- 
qnotienten enthalten sind, als die linhekannten ausieht. In die- 
ser Voraussetzung haben sie die Form der Gleichungen (17) der 
vorhergehenden Vorlesung, welche durch Auflösung die Gleichun- 
gen (19) ergaben. 
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Lösel inan daher die identischen Gleichungen (6) nach den 
bezeichne len Unbekannten auf, so erhält man ebenfalls identische 
Gleichungen, die wir in folgender zusammenfassen können: 



(6) . . . A.x x = A x ° p n a° -f A x ' p , «' + . . . A % " p, a". 

ln ihr halten A und A* die Bedeutung einer Determinante 
iiiid ihres partiellen Ditlerenlialqiiolienten. nämlich: 




Die Delenninante A führt den Namen der Determinante 
der Functionen a°, a\ ... a n , aus deren DiiTerentialquotienten 
sie zusammengesetzt ist. Sie verschwindet nach (6) für dasjenige 
System Werthe der Variabein, für welches die Functionen ver- 
schwinden, aus deren partiellen Dirferentiah|uolienten sie zusam- 
incugeselzt ist. iMan hat daher den Satz: 



(8) . . . . Wenn n + l ganze homogene Functionen von 
eben so vielen Variabein für ein System 
Werthe dieser Väriabeln verseil wind'en, so 
verschwindet auch die Determinante dieser 
Fiinrtioneu für dasselbe System Werthe der 
Variabel n. 



Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach x % 
erhält man die ebenfalls identische Gleichung: 

A + ^ - r x = A % Po V + A * Pt < + • • • A % P» «/ 



dA % 
di r« 



-Po 1 ’ 0 + 



dA^ 

dXm 






'<A* 

U.T. 



Zieht inan von dieser Gleichung die mit p 0 mnltiplicirte 
Gleichung (6) : 

A = A * "x" + A x < + ••• V«X* 

ans der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhält inan: 



A (l~ Po)+ i z~x x = 



f/*r v 



( 9 ) 



dA x 

rfr -x 



Po «t* + 



A X "x‘ (Pt -/»»)+••• A * a x’(Pn— Po) 
dA. 



dx v 



dAS 
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ITMTerenzirt man dagegen die Gleichung (6) nach -r^, so er- 
hält man, wenn inan die mit p„ muMphclMe Gleichung -(8)*. 

o = A x ° af + A % ' a x ' + • • • A % ' a l 

f 

der letzten Vorlesung aliz'ieht: 



dA 

dx X% 
(10) ... 1 



A * a l (P*—Pt! +• ■ • A **f (Pm ~ Po) 



dAy 



dAy 



+ -7£- P° a " + inr a ' + •••-* 



dx. 



dx. 



Po « 



Wenn nun für ein System Werthe der Variabein die Func- 
tionen o°, a' , . . . n’ sämmtlirh verschwinden, so erhält man, da 
unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, für dieses Sy- 
stem Werthe ans (9) und (io) die freilich nicht mehr identischen 
Gleichungen: 

dA 

rr*«= A K ' «x 1 (p I — ft) + ■ • • A % V (p. - Po)' 
(ll> dA 

i 17 X * = A * Vl (p>— Po) ■ A * V (Po - pj- 

ax l 

deren reclite Seilen verschwinden, wenn p 0 = p, = . . = p,. 
Daraus folgt der Satz: 

(12) . . . .Wenn n + l ganze homogene Functionen von 
eben so vielen Variabein und von gleichen 
Graden für ein System Werthe der Varia- 
bein verschwinden, so verschwinden auch 
die Determijianten dieser Functionen und 
ihre ersten partiellen Differential(|uotien - 
ten für dasselbe System Werthe der Varia - 
beln. 



Sind dagegen />„ p„_, , und von />„ verschieden, so 

hat man nach (l l) : 



(13) 



riA _ * jo (Po — P o) 

dx % . — A * * x ■' 



< lA _ •« JO (Po — Pol 

£T — a l ■ A ~ • 



fliese Gleichungeu beweisen den Satz : 
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(14) . / .Wenn von n + I gairze« homogen en Func- 

tionen eben so vieler ''Vaviabeln n Func- 
tionen von tle in ss* I h e n Grade sind, und’ es 
. versrh winden alle n 4- j Functionen für ein 
System Wertlu* der Variabein, so sind für 
dieses System Werthe der Variabein die 
partiellen Differcn tialijuotien teil der He? 
termiuaute der n -)- I Functionen proportio- 
nal den e utsprec h enden partiellen Diffcren- 
linlifuot ieiite u der tingleichgradigen Func- 
tion. 

Mit derselben Leichtigkeit lässt sich endlich aus den Glei- 
chungen lll der allgemeinere Satz ablesen: 

il6) . . . .Wenn von n -f- I ganzen homogenen Func- 
tionen o®, a'/. . . «" Von eben so viefen Varia- 
bel» die Functionen . . o*' 1 von demsel- 

ben Grade simL und es verschwinden säm m t- 
licbe n + 1 Functionen für ein System Wer- 
th e der Variabel», so hat man für dieses 
System Werthe der V aria hei n die Gleichun- 
gen : 

d .4 _ du* , . t da m + l . da" 

~ dü^ + / "+’ + - 1 * 

in welchen. die Ausdrücke/*., I'm+t’ •••!*. ii n - 
abhängig sind von dem besonderen Werthe 
von A. 

Wir legen auf diese vier Sitze deshalb ein Gewicht , weil 
sielehren, in ähnlicher Weise, wie Bezout und Sylvester die 
Elimination der Variahein aus zwei Gleichungen von höheren 
Graden zurüekführen auf die Elimination der Unbekannten aus 
linearen Gleichungen, so, wenigstens in manchen Fällen, wo die 
Theorie noch hinter den Anforderungen zurüek Weiht, die Elimi- 
nation der Variabeln aus mehr als zwei Gleichungen ebenfalls 
auf die Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen 
zurück zu führen. Die Untersuchungen io der nächsten Vor- 
lesung werden Beispiele dazu bieten. 
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Zuin Schlüsse wollen wir - eine Anwendung de» ersten von 
diesen vier Sätzen machen, indem wir die Bedingung suchen, 
welche die homogenen Koordinaten von vier Punkten {x„ y 0 z 0 p 0 ), 
ix ( y, i, p,), (x, y, z, p,), (x, y, z, />,) erfüllen müssen, wenn die- 
selben auf irgend einer Ebene: 



liegen sollen. 



ux + vy -f- tvz + rp — o 



Diese Bedingungen sind: 



ux, + ey 0 + wz 0 + rp 0 = o 



ux, + vy, + wz, + rp, = o 
ux, + vy, + wz, + rp, = o 



ux, + vy, + wz, + rp, = o. 

> ' • • >: 

Man hat hier also vier lineare homogene Functionen der 
Variabein u , v , w , r, welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden. Der Satz (8] gieiit die gesuchte Bcdingungs- 
gleichung: 

j y 0 , Z„ P 0 j 



{Id' 



*i. y, , z,. p, 
x„ y«. i«. P» 



I x %* y»’ z i» Pi 



Man drückt dieselbe durch rechtwinklige Koordinaten der 
vier Punkte aus, indem mau p 0 = p, =p, = p, = 1 setzt: 



(17) 



*o- Vo. V * 
x,. y , , z, , I 
x„ y, . z„ t 
i *». y>. J«. i 



Aber dieses ist eine andere Form für dieselbe Bedingungw- 
gleichung , die wir in der ersten Vorlesung unter (18) durch 
6/7 = o aiisgedrückl haben. Um den linken Tlieil der zuletzt 
angeführten Gleichung (16) auf die Form von 6/7 zurückzuführen. 
hat mau mehrere Sätze der siebenten Vorlesung in Anwendung 
zu bringen. Derselbe erhält durch mehrmalige Anweudting des 
Stazes ( 4 ) schliesslich die Gestalt: 
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I. *0, y 0 , z'„ 

1 . *, . !/, . *i 

i > x t> y«.. z * 
| i. 



Dieser Ausdruck geht durch wiederholte Anwendung des 
Satzes (30) über in: 

i » x o*. y*' *o» 

0. x,‘ — x 0 , y, — y 0 , z, — z„ 

0, x t — x 0 , y, — y , , z t — z„ 

0, x, — x 0 , y, — y„, z, — z 0 

und erhält nach (14) die Gestalt: 

«i — *»- Vi — V». *i — z» I 

•r, — y, — y 0 , z, — i„ I = — 6 /7. 

*, — y. — y«. 



Neunte Vorlesung. 

Allgemeine Eigenschaften der Oberflächen 
zweiter Ordnung. 

Wie inan die Ebene als den geometrischen Ort eines Punk- 
tes betrachten kann, dessen rechtwinklige Goordiiratcn einer ge- 
gebenen linearen Gleichung genügen, so werden wir den geo- 
metrischen Ort eines Punktes, dessen rechtwinklige Coordinaten 
einer gegebenen Gleichung des zweiten Grades: 
f{x, y.z) = o 

genügen, eine Oberfläche zweiter Ordnung nennen, and 
die gegebene Gleichung dio Gleichung dieser Oberfläche. 

Die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist hier- 
nach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die Facto» 
ren haben : x*, y 1 , z*, yz, zx, xy, x, y, z, 1, und jeder dieser Farto- 
ren hat seinen Coeflieienten. Von diesen 10 Coeflieienten kann 
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jedoch einer, zum Beispiel der letzte, auf die Einheit zurück- 
geföhrt werden, indem man die Gleichung der Oberfläche durrli 
ihn divirilrt. In der auf diese Weise vereinfachten Gleichung 
der Oberfläche bleiben nur 9 Coefiirientcn zurück , die linear bi 
die Gleichung eingehen und deren Werthe die Natur der Ober- 
fläche bestimmen. 

Biese 9 Gocflicienten können nicht mehr willkürlich sein, 
wenn - die Oberfläche durch einen gegebenen Punkt gehen soll, 
sie müssen vielmehr der linearen Gleichung genügen, die man 
erhält, wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die va- 
riaheln Goordiuutcn setzt die Goordiuateii des gegebenen Punktes. 

Es werden datier 9 solcher Bedingungsgleichuiigen erfordert, 
um die 9 Coefflcienlen , und dadurch die Oberfläche seihst un- 
zweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte bestimmen 
die Oberfläche unzweideutig. Beim wenn mau die 9 Punkte so 
wählt , dass von ilen 9 Bedingungsgleichungen eine oder mehrere 
aus den übrigen folgen, so hat mau nicht mehr die hinreichende 
Zahl der Bedingungsgleichuiigen zwischen den 9 zu bestimmen- 
den Coefficientcn. Malier drücken wir die gemachten Bemerkun- 
gen kurz so aus: 

Bu ich 9 beliebig gewählte Punkte im Raume lässt 
sich im Allgemeinen nur eine einzige Oberfläche zwei- 
ter Ordnung hindurch legen, und diese Oberfläche ist 
in allen ihren Th eilen durch die 9 gewählten Punkte 
u n z w c i d e ii t i g best! ui in t. 

Es bietet sich zunächst die Aufgabe dar: .wenn 9 Punkte 
einer Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, einen beliebi- 
gen zehulen Punkt der Oberfläche zu cojistruiren, etwa den Punkt, 
in welchem eine, beliebig durch einen der 9 gegebenen Punkte 
gelegte, gerade Linie die Oberfläche schneidet. Biese Aufgabe 
hat zwar ihre Lösung gefunden in Grelle's Journal für Mathema- 
tik Bd. 24, p. 36, aber sie entbehrt noch der Einfachheit und 
Eleganz, wodurch sich die Auflösung der analogen Aufgabe in 
der Ebene durch den Pascal'schen Satz auszeichnet. 

Acht behellig gewählte Punkte einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung bestimmen dieselbe nicht vollständig. Beim die 9 Goeflicien- 
ten in der Glciehuug der Oberfläche brauchen ja nur 8 linearen 
Bedingungsglt'ir Innigen zu genügen. Aber es lassen sich dmrli 
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diese 8 Bedingungsgleiehnngen 8 Coeffieienten durch den neunten 
ausdrftrken, den wir mit 1 bezeichnen wollen', und der ganz will- 
kürlich bleibt. . * 

Sämmtlirhe Ausdrücke für die 8 Coeffieienten sind von der 
Form u — ßX, wo a und ß Functionen bedeuten der Coordinaten 
der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Punkten gegeben sind. 
Setzt man diese Ausdrücke für die 8 Coeffieienten in die Glei- 
chung der Oberfläche ein, so bat man die Gleichung der Ober- 
fläche, welche durch die gegebenen 8 Punkte hiudurcligelit, und 
die Gleichung selbst stellt st'cii, wenn man die Glieder zusanunen- 
fasst , welche unabhängig von A sind, ebenso die Glieder, welche 
den Factor A haben, unter der Form dar: 

cp(x, y; z} — Ai g(<r, y, z) o. 

Diese Gleiclmng mit- dem willkürlichen Factor A umfasst alle 
Oberflächen zweiferOrdnung, welche durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurcligehen. Denn da die Oberfläche erst durch 9 Punkte voll- 
ständig bestimmt ist , so kann man den Factor A immer so be- 
stimmen, dass die Oberfläche noch durch einen gegebenen neun- 
ten Punkt hindurrhgeht. 

Die Gleichungen: 

<P[x,y. z) = o, i l> [X,y, z) — o 

stellen zwei Oberflächen zweiter Ordnung dar, von denen jede 
durch die gegebenen 8 Punkte iHndurchgeht. Sie schneiden sieh 
in einer Raumenrve, welche ebenfalls durch die gegebenen 8 Punkte 
hbidurcligeht. Diese Curve enthält ausser diesen 8 Punkten noch 
unendlich - viele andere, die aber alle durch die 8 Punkte be- 
stimmt Sind und welche auch auf der allgemeinen Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen, die durch die gegebenen 8 Punkte ge- 
legt ist. Wir drücken diese Bemerkungen als Satz kurz so aus: 
Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
8 beliebig gewählte Punkte des Baumes hindurch- 
geheii, geben im Allgemeinen zugleich du-rcli eine 
durch die 8 Punkte bestimmte Raunicufve, in wel- 
cher Sich je zwei' von den genannten Oberflächen 
schneiden. 

Da diese Raumenrve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewählte Punkte 
bestimmt ist, so kann man sich dir Aufgabe steHen, einen be- 
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liebigen nennten Funkt der Ourve zu canstrairen. Kiese Auf- 
gabe ist bisher nicht gclöset worden, und es scheint, dass die 
Auflösung nicht mehr linear sein kann, das heisst, nicht durch 
Cbnstruction allein von Ebenen und geraden Linien ausführbar. 

Sollen hiernach 9 Funkte des Raumes eine Oberfläche zwei- 
ter Ordnung unzweideutig bestimmen, so dürfen sie nicht auf 
einer Raumcurve liegen , in welcher sich zwei Oberflächen zwei- 
ter Ordnung cp — o und i — o schneiden. Kenn durch alle 
Punkte dieser Curve geht die ganze Schaar der Oberflächen 
xp — Xxp o hindurch , weil die Coordinaten aller Punkte, wel- 
che die beiden ersten Gleichungen erfüllen, auch der letzten ge- 
nügen. Zugleich sieht man aber auch, dass zur Bestimmung 
einer Oberfläche zweiter Ordnung beliebige 8 auf ihr gewählte 
Punkte aequivaleut sind mit der durch die 8 Funkte gelegten 
Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung 
schneiden. 

Ein specicller Fall der Oberflächen zweiter Ordnung ist ein 
Ebenenpaar. Denn wenn : 

.4 = 0 , B = o 

die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung: 

A B = o , 

welche ausdrückt, dass der variable Funkt (x, y , z) entweder, in 
der einen oder in der anderen Ebene liegt, nach der Definition 
die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung. Diese Ebenen 
schneiden eine gegebene Oberfläche zweiter Ordnung f = o in 
zwei ebenen Gurten, und jede Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche durch die. beiden ebenen Curven hindurchgeht , stellt 
sich unter der Form dar: 

f — X A B = o, 

so dass, wenn <p = o die Gleichung irgend einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ist . welche durch die beiden ebenen Curven 
hiudtirchgelit, man Werthe von X und n wird bestimmen können, 
dass man identisch hat: 

f — X AB — n <p. 

Wenn dagegen mir f und A gegeben sind , so fährt die Gleichung 
der Oberfläche zweiter Ordnung f — .X AB = o vier in 3. B 
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steckende willkürliche Constanten mit sich. Diese Gleichung stellt 
eine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welche durch die Schnitt* 
curve der Ebene A == o und der Oberfläche f <= o hindurchgeht. 
Dass diese Gleichung mit den vier willkürlichen Constanten aber 
alle Oberflächen zweiter Ordnung darstcllt, welche durch die ge- 
nannte ebene Schnittcurve hindurebgehen, kann man sich unter 
der Voraussetzung des Satzes „dass die Schnittcurve einer Ebene 
und einer Oberfläche zweiter Ordnung durch fünf Punkte derselben 
nnzweideutig bestimmt ist“, etwa auf folgende Art verdeutlichen. 
Die Schnittcurve von A = o und f — o ist aequivaient mit 
5 Punkten auf ihr. Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnung 
<p — o durch diese Schnittcurve bindurckgchcn, so hat die Glei- 
chung derselben 5 linearen Bedingungen zu genügen. Sie muss 
also noch 4 willkürliche Constanten enthalten, welchen man solche 
Werthc geben kann , dass die Oberfläche noch durch 4 andere 
gegebene Ptiukfe des Baumes hiudurehgeht. Dieser Bedingung 
genügt aber die angegebene Gleichung f — A A B = o. 

Wenn daher umgekehrt f =* o und <p = o die Gleichungen 
von irgend zwei gegebenen Oberflächen zweiter Orduitng sind, 
die sich in einer ebenen Curve schneiden , welche in der Ebene 
A o liegt, so wird man die vier Constanten in Ai? und einen 
Factor p immer so bestimmen können, dass man identisch hat: 

f — (i <p == l A B. 

Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung sicfi in 
einer ebenen Curve schneiden, so schneiden sie sich 
zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve. 

Wir werden in einer späteren Vorlesung über die Kreis- 
schnitte der Oberflächen zweiter Ordnung Gelegenheit haben von 
diesem Salze Gebrauch zu machen, nachdem wir jedoch vorher 
die oben angegebene Voraussetzung werden bewiesen haben. 

• Sind nur 7 Punkte einer Oberfläche zweiter Ordnung ge- 
geben, so haben die 9 Coeflicienten in der Gleichung der Ober- 
fläche auch nur 7 linearen Bedingungsgleirhungen zu genügen. 
Betrachtet man daher in diesen Bedingungsgleichtingen 7 Coef- 
fh'ienten als die Unbekannten, und drückt sie, indem matt dk* 
Gleichungen auflösct , durch die beiden anderen * und A aus, 
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die willkürlich bleiben, so erhall man Ausdrücke von der Form 
« + ßx -f yj, und die Gleichung der (Jbcrlläche selbst nimmt, 
weint man diese Ausdrücke substituirL, die Gestalt an: 

<P + + *X = °- 

Diese Gleichung mit den ’ beiden willkürlichen Gonstanten 
x und X ist der analytische Ausdruck eines ganzen Systemes 
Oberflächen zweiter Ordnung . welche durch die gegebenen 
7 Dunkle hindutrhgelien. ■ Sie ist zusammengesetzt aus den Glei- 
chungen ? • 

<P = o , y —o , % = o 

von drei Oberflächen zweiter Ordnung, welche sich in den ge- 
nannten 7 Dunklen schneiden , und stellt , weil sie zwei willkür- 
liche Gnnstantrn mit sich führt, und weil sie erfüllt wird für alle 
Werthe der Coordinaten , welche den drei letzten Gleichungen 
der drei Oberflächen zweiter Ordnung zugleich genügen , alle 
Oberflächen zweiter Ordnung dar , welche liindiirchgehen durch 
sämmtliche Schnittpunkte der drei' Oberflächen. Setzt man nun 
voraus, dass drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Dankten 
schneiden, eine Voraussetzung, die -wir gleich begründen werden, 
so hat mau den .Satz: 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
7 gegebene Dunkle des Haunies gehen, gehen zugleich 
durch einen durch diese 7 Dünkte bestimmten achten 
Punkt hindurch. 

Hieraus entspringt nun die Aufgabe: wenn 7 Dünkte des 
Flaumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in wel- 
chem sich drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, die durch 
dir 7 gegebenen Dünkte hiudurrhgehcn. Eine lineare Gon- 
slruction iindet man in Crelie’s Journal für Mathematik lld. 20, 
p. 304-308. 

Wenn nach dem Vorhergehenden die Haunicurve, in welcher 
sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, gegeben ist 
durch 8 Duukte in ihr, so ist es nach dem zuletzt angegebenen 
Satze einleuchtend, dass zu ihrer ilesluuiuung nicht solche iy Punkte 
gewählt werden dürfen, iu welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden. 
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Oie Frage nach der Zahl der Schnittpunkte «freier Ober- 
flächen zweitel - Ordnung : 

» • , » . 

<p(x, y. z) = o. tp (x, y. s) — o, % (x, y,z) = o, 

welche sich. nicht in ein und derselben Curve schneiden, ist ein 
rein algebraisches Problem, welches dadurch seine Lösung bildet, 
«lass man feststellt, wie viele Systeme Wert he der Variahein den 
angegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, oder dass 
man den Grad der Endgleichutig bestimmt, welche aus den drei 
Gleichungen durch Elimination von zwei Variabein hervorgeht. 
Da aber der Grad der Endghdchung hei einem ungeschickten 
Eliminationsverfahren leicht durch einen überflüssigen Factor er- 
höht werden kann, so ist cs zweckdienlich die Zahl «ler Schnitt- 
punkte dreier Oberflächen zweiler Ordnung in einem sptu'ielleu 
Falle festziistcllen. Denn kennt mail diese Zahl in einem spe- 
cicllen Falle, und man findet den Grad der Endgleichung gleich 
jener Zahl, so kann man versichert sein, dass die Endgleichting 
keinen überflüssigen Factor enthält. Nun lehrt aber «lie geometri- 
sche Betrachtung, «lass drei Ebenenpaare, als specieller F'all dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden. 
Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltcndc Eliminations- 
wrfahrcii schliesslich auch eine Gleichung des achten Grades 
giebt, so wird’ man dadurch den Beweis geführt haben, dass 
überhaupt drei Oberflächen zweiter Ordnung sich in 8 Punkten 
schneiden. 

Wenn man tlnreh Einführung der homogenen Coordinaten 

statt der rechtwinkligen, indem man — , — , — setzt r«*sneclive 

PPP 1 

für .t, y, z, in die gegebenen Gleichungen, und durch Mnltiplica- 
tion mit p* dieselben auf die Form zurüekführt : 

tp{x, y, z, p) = o* (x, y, z. p) = o, z{x , y , z , p) = o, 

in welcher Form die linken Tlieile der Gleichungen homogene 
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinaten 
x, y, z, p bedeuten, so kommt «las erwähnte algebraische Pro- 
blem darauf zurück, durch Elimination von zwei Coerdiualen 
aus den zuletzt angegebenen drei Gleichungen die in Rücksicht • 
auf «He heHlim anderen Coordinaten homogene Eudglcichung zu 
bestimmen. • > ■ . , ■ • .... 
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Alter auch dieses Problem entbehrt noch der Symmetrie, 
deren Aufrechterhaltung in den analytischen Operationen sich 
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitern wir das 
Problem, indem wir es also ausdrürkeii: 

Dije Endglcichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den vier homogenen 
(ileichungen -hervorgeht: 

<p (x, y, z, p) = o, tp[x, y, z, p) = o, % (x, y, z, p) ~ o, 

R HE ux ■+• vy -f- wz -f- r p — o. 

Denn aus der in u, v, w, r homogenen Endgleichung wird, wenn 
man setzt: u— v — o, n< — p, r = — z, wodurch R identisch 
verschwindet, die eine Lösung des vorhergehenden Problems er- 
halten. und in ähnlicher Weise die übrigen. Der Grad der iq 
u, v, w, r homogenen Endgleielning wird folglich gleich der Zahl 
der Schnittpunkte der drei Oberflächen zweiter Ordnung sein. 

Aber auch das erweiterte algebraische Problem hat seine 
geometrische Redeutung. Denn betrachten wir u, v, w, r als die 
variabeln Coordinaten einer Ebene, so stellt R = o einen Punkt 
dar. und zwar, wenn wir unter x,y, i, p die aus den Gleichun- 
gen der drei Oberflächen <p = o, 1 1> = o, x — ° sich ergebenden 
Wertlie dieser Coordinaten verstehen, den Schnittpunkt der drei 
Oberflächen. Schneiden sich die drei Oberflächen in mehr als 
einem Punkte, so wird die durch Elimination der Punktcoordina- 
len hervorgehende Eiidgleirhung in Ebenencoordinaten das Pro- 
duct sämmtlicher Srhnitlpunktgleitdiungeii darstellen, und sich da- 
her in lineare Factoren auflösen lassen müssen. 

Wir wenden uns nun zu der Lösung des Problems. Nach 
demselben bat man vier ganze homogene Functionen der Va- 
riabein x, y, z, p. welche für ein System Werthe dieser Va- 
riabein verschwinden : 

«F . t p, i. R. 

Die Determinante J dieser vier Functionen ist eine homo- 
gene Function des dritten Grades in Rücksicht auf die Va- 
riabein und eine homogene Funcliou des ersten Grades in 
Rücksicht auf die Ebenencoordinaten k. r. «• . r. Da die 
drei ersten Functionen von gleichem Grade sind, so kommt 
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4er Salz p*/ der vorhergehenden Vorlesung in Anwendung, nach 
weichem mau bati , < . • * 

— ~ d - + Iv^q, 

■ ' <*4 , ' dä , , * * • 

•rfT +h, = ( ' T P + lr = °- 

.\eJieii diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben: 

tp z=s O, — O, y z= o, 

iE fl = », y H — (I, .«fl— 0 , pfiz==0. 

Dieses sind im Ganzen 11 lineare nnd homogene Gleichungen 
zwischen den 11 FnWkannlcu: 

J 4 , *i P \ *P- <J*. UP. :p, A. 

Betrachter man diese 11 FnWkauutcn als Variable, so hat man 
11 lineare homogene Functionen, welche für ein System Werthe 
der Variahein verschwinden, nämlich die linken TheHe jener 
11 Gleichungen, lde Determinante Sl dieser 11 linearen Func- 
tionen verschwindet nach Satz («) der vorhergehenden Vorlesung. 
Man hat daher als Kvsultut der Eiimiiialioti: 

. ü t = o. 

Dass diese Gleichung homogen und Vom achten Grade ist 

rücksirhllbh der Ebeiieucom'dtnalen, sieht man sogleich, wenn 

mau die Determinante Sl in iler gebräuchlichen Form liinsclireihf 

mit Angabe der Grade der GomjMmeuten. Dadurch ist zugleich 

im Allgemeinen der Satz bewiesen: 

\ * * 1 * •• » 

Drei Oberflächen zweite.!- Ordnung ..schneiden 

sich in 8 Punkten. 

. . 1 . , 

Wenn eine von den drei Oberflächen in ein Ebenen paar 
übergeht , so werden jede von diesen Ebenen nnd die Widert an- 
deren Oberflächen sich niu- in vier Pimkten srhneidcn können, 
was wir so ausdrürken: 

* t* * * *'■*.*•’* ^ 1 •' 

Zwei Oberrinchen zweiter Ordnung und eilte 
Ebene schneiden sieh in 4 Punkten. 

• w • 

Dieser Salz wird durch die Auflösung der folgenden Auf- 
gaW auch direct bewiesen: 

llcscr, Aualy l. Geomeii . *J 
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Uiie Endgleicliung zu bestimmen. welche durch 
Elimination von x, z, p aus den G lei ebungen hervor- 
geltl: 

<f { x , y, r, p) s=s <j, y (.r, y, i, p «= o , 

A = ax 4- b y + r z + Jp = o. R == ttx + vy + wz + rp—o. 

Man hat liier wieder vier homogene Functionen cp, tf», A, R. 
die beide n ersten vom /weiten, die anderen beiden vom ersten 
Grade, welche für ein System Werl Iw der Variaheln x , y, z, p 
verschwinden. Die Determinante A dieser Fimdinnen ist homogen 
und von dem zweiten Grade. Da nun die heiilen ersten Func- 
tionen von gleiche.» Grade sind, so hat man nach Sala 15 der 
vorhergehenden Vorlesung : 

"*i. +i-+»»=o. 

+ iw 4- U.O = 0 , 4- ^ r-4- pd = n, 

dz dp 

und wenn man noch die Gleichungen hiuzuliigl: 

. - A = o , Ä = - o, 

so hat man 6 in BneKsifht auf die 6 Fnbekannlen: * 

y. z. p. i, p 

lineare homogene Gleichungen. Ibis Resultat der Elimination die- 
ser Inbeka unten aus den (i Gleichungen wird : "■ 

• . ~ * a = o. 

eine in den Ebenonroordiaaten n. v, w. r homogene Gleichung 
des vierten Grades. Der hierdurch bewiesene Satz lässt sich auch 
sh atisdrücken: 

Die Schuitlenrve zweier Uberflärhen zweiter 
Ordnung wird durch eihe Ebene in 4 l’unkten ge- 
schnitten. 

Wird von den beiden Olierfläehen zweiter Ordnung die eine 
ein Ebenenpaar. so ergieht sieh der Satz: 

Eine Oberfläche zweiter Ordnung wird dureli 
eine gerade Linie in 2 Punkten geschnitten, 

der durch die Auflösung folgender Aufgabe auch direct bewiesen 
wird : 
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Hie End gleirhnng zii hestimnrtMt. welrhe ;ms der 
Elimination von x, y, z, p aus den Gleichungen* Iter- 
vorgehl: 

9» f*. tft z, p) — o, A^üx + by+ rz + dp = 0 . 

R^<xx+ßy-{-y:-\-<ip^o, ÄE«.t+»j + wj -f- rp = n. 

Es versehwindet nach Satz (8) der vorhergehenden Vorlesung die 
in x, y, «, p lineare homogene iMeriniuanle A der Kundinnen 
90. A, B, ft, welche in Itiieksichl auf u. v, tv. r linear und homo- 
gen ist, für das System Werth« der Variabel» , welches den an- 
gegebenen vier SieMuihgen genügt. Häher hat man die vier 
linearen Gleichungen: 

A = o, A = o, B = o, R = i), 

aus welchen durrh Elimination der Variahein die in r, »< , r 
homogene Gleichung:' 

Sl = o 

des zweiten Grades hervorgeht , welrhe analytisch das Sehuilt- 
jnmklenpaar der Oberfläche zweiter Ord innig 90 =0 und der bei- 
den Ebenen A — o, B — 0 darstellt. 



~ Zehnte Vorlesung. . 

Pole und Polarebeueu der Oberflächen zweiter 

( )rdnung. 

- , - • . - .. ' 

+ * ‘ - • * 

Wir geben von der durch Einführung der homogenen Codr- 
dinaten x,y, z, p statt der rechtwinkligen Goordiualeu homogen 
gemachten Gleichung zweiten Grades : 

(l) f{x,y,z,p) = o 

als dem analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den Glei- 
elumgeu einer geraden Linie, die durch irgend zwei l’tiukle 
0 und 1 in ihr, deren Coordinaten wir mit deu angehäugten In- 

7 * 
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ihres o, i hezeicüneu . bestimmt ist, nämlich nach (*■) der «erho- 
len Vorlesung: 

X = x„ + Ax . _ „ 

y = y» + *’ji> . . 

(ij ' * 

2 — *. + Az,, 

1 P = Pa + lPl- 

Diese tämrdinalen x»y, z, p, wenn sie iler Bleichung der Ober- 
fläche (1) genügen, sind die Boordinateu des KrhiiiUptluktes der 
Oberfläche und der geraden Linie. Man Ind datier zur Bestim- 
mung von A für den Srhttillpunkt die Bleichling: 

(3) f(* o + ix,, y„ -f Ai/,, i„ + Ai,, p„ + A p,) — o. 

Da diese Bleichung aber in A eine quadratische ist, so er- 
kennt mau darin einen zweiten Beweis, dass die gerade Linie 
die Oberfläche zweiter Ordnung in xwei Blinkten schneidet. Die 
Boordinateu x, y, i. p des einen oder des anderen Schnittpunktes 
erhält man aus (4), indem man die eine oder die andere Wurzel 
für A setzt. Da die quadratische Bleichling entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Wurzeln hat, so wird dein gemäss die ge- 
rade Linie die Olierflflelie zweiter Ordnung entweder in zwei 
reellen oder hi zwei imaginären Punkten schneiden. Das Ver- 
hältnis* der hehlen Wurzeln ist das auliarmonisrlie des Srhnitt- 
pmiklenpaares zu ileni gegebenen Pniiktetqiaar. Die Bedin- 
gung , dass das SchiiiUpunktenpaar harmonisch sei zu dem ge- 
gebenen , ist daher das Verschwinden der Summe der beiden 
Wurzeln. 

lim diese Bedingung aiis/.udrürkeH, entwickeln wir die Blei- 
i Innig (3) mit Hülfe des Maehmrin'seheu Salzes nach Potenzen 
von A, wodurch die tileielniug die Bestall erhält: 



(+) Am + 2 *Au + Vf, ,=o. 

wenn. 

^/oo * ' V («To. jte ‘el’J — **o/ x„ *1“ yj ,!h. “f" - o / '.*o, “h P«f Pal? 
*A I = s/^x,, = x,f'[a-,)+ y,/'(y,) + z,f’(z,) + 



- Am =» x tfi x ai + JftA’W + *iA’l>o’) *f Psf- Pa 
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* We Summe der beiden Wurzeln verschwindet allein unter 

der Bedingung: >. 

(5) x i f’fa'o] + + itf-z») + p, f{p 0 ) — ö, 

* „ * •* - * . -> / 

wjdehe . «ich auch so aiisdrückcn lässt u - 

(•* x„f'(x,) ■+• y n fi&,) ■+■ + p„fip,) ^ro, 

denn der linke Tlictl dieser Oleieliung lileiht bei der Vertauschung 
der Indiers o mul l mit einander nngrändert, wovon man sich 
leicht überzeugen kann, wenn man für die Zeichen der Difl'cren- 
liiih|uotienten ihre wirklichen Ausdrücke setzt. 

Du ■se Gleichung ist also die Bedingung zwischen den Coor- 
Hinaten zweier Punkte 0 und I, die statttindeu muss, wenn die 
Verbindungslinie derselben die Oberfläche zweiter Ordnung in 
zwei Punkten schneiden soll, die harmouisch sind zu den Punk- • 
teil 0 mul I. 

Man nennt zwei Punkte liarnionisehe Pole der Ober-, 
fläche zweiter Ordnung, wenn ihre Verhiudnngslinie die 
Oberfläche in zwei Punkten Schneidet, die harnmniseh sind zu 
den beiden Punkten. Die Kletelmng (ä)' oder' (6) ist demnach die 
einzige Bediiigimgsgleichtmg für ein harmonisches PoIenpaar 
0 und 1 iler Oberfläche (l). Diese lledhtgmigsgleiehung ist linear 
und homogen in Kncksit-Iri auf die Koordinaten jedes der beiden 
Pole. Deshalb wird der geoinetriselie Ort des einem gegebenen 
Punkte o /«geordneten hanimuiseheji Poles {.r. y. i, p eine übern* 
sein : . . , , . 

(7) - xf' .i'ni + -f- -f- pf'{p t ) — o. 

Diese Eliehe^ nennt man die Polorebene des gegebenen 
Punktes, oder seine Polare und den gegebenen Punkt den Pol 
der Ebene. Die Polarebeiie eines gegebenen Punktes ist deine 
nach der geometrische "'Ort des dem gegebenen Punkte zngenrd- 
ueten Poies,' oder, anders ausgiHlrüekf , der geometrische Ort 
•des vierten liarmonisrben Punktes anf den durch ihm gegebenen 
Punkt gehenden Strahlen. • - 1 

* Bezeiehnet man die homogenen Koordinaten der Polarehene 

des Punktes o mit u„, r„, w„, r 0 , so hat man folgende lineare Re- 
lationen zwischen den Koordinaten- des Poies mtd den Koordina- 
ten -seiner -Polarebeiie : . * 

(*) i/V») — M„. r», -- «S* if'(Po) =c 0 ; 
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wodurch die Coordinateu der Polarebone ausgedrückt sind durch 
die Coordinalen des Poles, und umgekehrt die Coordiuatan des 
Poles sicli bereelmeu lassen, wenn die Coordinalen der Polar- 
ebene gegeben sind. Da im leizieren Falle die Coordinalen der 
Polarebene beliebige Werthe erhallen können , so sieht man, 
dass jede beliebige Ebene die Polarebene eiuet* durch die Ebene 
besliininlen Punktes ist, gleich wie jeder Punkt des Kaunies seine 
Polarebene bat. 

Wenn inan auf der Polarebelie (7) des Punktes o einen her 
liebig gewählten Punkt I fixirl, so hat man . nach dem Vorher- 
gehenden die Relation (6)’. ltie Cleirliung der Pidarebenc des 
Punktes I : 

xfl* i) + 'jf"(y ( ) + */■>.) + pf[px) = o 
wird hiernaeli erfülk, wenn inan für die variabeln Coordinalen 
die Coordinalen des Punktes 0 setzt, das heisst, die Polarebeue 

"N 

des Punktes l geht durch den Punkt 0. Man erkennt hierin 
den llewcis des Satzes: 

Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich se^ue Polarebene mp einen Punkt., den Pol der 
Ebene. 

Hieraus folgt sogleich ein zweiter Satz: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, so 
dreht sich seine Polarebene um eine zweite gerade 
Linie, die in der Polarebene liegt. 

Ihese leiden geraden Linien entsprechen einander in der 
Weise, dass die Poiarcbenen der Punkte «if der einen geraden 
Linie sich in der zweiten geraden Linie schneiden. Ein solches 
Linieiipaar nennt mau reriproke Polaren der Oberfläche 
zweiter Ordnung und man erkennt leicht, dass jede beliebige ge- 
rade Linie im Hauine ihre rectproke Polare hat. 

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboten mit Leichtig- 
keit die umgckrlu-ten Sätze zu beweisen, nämlich folgende: 

Wenn eine Ebene sich um einen gegebene,« Punkt 
dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die Polarebene 
des gegoltenen Punktes. 

.. Wenn eine Ebene sich um eine gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt der Pol der, Ebene die reci- 
proke Polare der geraden Liuie. 
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► * 

Der Pol o; liegt voh seiner Polin-ebene bald weiter entfernt, 
bald näher , je nach seiner Lage zu der Oberfläche. Er kauu 
selbst in seine Pokirebene, bineinfallrii. Die Bedingung, dass er 
in seine Polarebene. lalle, wird ans (7; erhalten, weuu man für 
die variaheln Koordinaten die Koordinaten des Polos setzt, wo- 
dnrcli man erhall f x q , y 0 . i,, p„ — o. Das heisst, wenn der 
Pol ein Punkt der Oberfläche zweiter Ordnung wird, so liegt er 
in seiner Polarebene. In diesem Kalle hat aueli die polarebene 
eine bemerkenswertlie Eigenschaft. Denn wählt mau auf der I’o- 
I grebene des in die Oberfläche lallenden Pulps a beliebig einen 
Punkt p, so sind o und p lianimiuschr Pole der Oberfläche. 
Die gerade Linie op scimeidel also die Oberlläelie in einem 
Punkleiipaar. welches barmoniseli ist zu dem Punkleiipaar o. p. 
Von diesem Srhiiillpiinklcnpaar lallt aber ein l’iiukl mit dem 
Punkte o zusammen. Es muss daher der andere ebenfalls mit 
ihm zusammen fallen. Das heisst die gerade Linie op schneidet 
die Oberfläche in zwei mit u ziisanunenfallendeii Punkten. Eine 
Sulche gerade Linie nennt man Tangente der Oberfläche iih 
Punkte o. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische 
Ort der Tangenten der Oberfläche in dem Punkte o.. • - 

i - Der geometrische Ort der Tangenten in einem Piuikte o der 
Oberftäehti zweiter Ordnung ist hiernach' eine Ebene, die Tau- 
gentenehe ne dei' Oberlläelie in diesem Punkte. Wir drücken 
diese Bemerkungen kurz so aus: ‘ • " ' - 

Wenn der Pol ein Pimkl der Oberfläche zweitel; 
Ordnung wird, so wird seilte Polarebene diö Tangen- 
te ne bene der Oberfläche in diesem Punkte, iind hin- 
gekehrt, der Pol, der TangenLenehenc einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist der Berührungspunkt. 

i * * 

Die Bleichung (7) ist -demnach die Gleichung der Taugenteu- 
ebene in dem Pnnkle f.r„. y 0 , : 0 , p„), wenn dieser Punkt in der 
Oberfläche zweiter Ordnung selbst liegt. 

Schneidet man die Oberlläelie zweiter Ordnung durch eine 
Ebene c, deren Pol p sei, und 'nimmt aid der Sclmitlcurve beliebig 
einen Punkt o.au, so geht die Tangeiitencbene der Oberflärlie 
im Punkte o, weil sie Polarebene dieses Punktes ist, durch p, und 
die gerade Linie op ist Tangente der Oberfläche. Mau hat daher 
den Satz: . 
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Wenn man den l'ol elfter Ebene durc h eine gerade 
Linie verbindet mit irgend einem Punkte der Schnitt« 
enrve der Ebene und der Oberfläche zweiter Ordnung, 
kö ist diese gerade Linie Tangente der Oberfläche ht 
dem letzteren Punkte. 

Man erhält daher die. Tangenten, die von einem gegebenen 
Punkte an eine Oberfläche zweiter Ordnung gelegt' werden kön- 
nen, wenn man jeden Punkt der Sdmittcurve der Polarebene 
durch eine gerade Linie verbindet mit dem gegebenen Punkte, 
per geometrische Ort dieser Tangenten ist der Tangenten- 
k c gef der Oberfläche. Der Tangent etikegel berührt also eine 
Oherflärhe zweiter Ordnung in derjenigen Enrve', in welcher die 
Polarehene der Spitze die Oberfläche schneidet. 

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Koordina- 
ten er, y, *, p des Polos und den Koordinaten u, r, w, r der Polar- 
ebene der Oberfläche zweiter Ordnung f ,r, y, o: 

{% i /”(») = »v 4 /”(*) *= »• . M'ipi = «. 

lim die Koordinate.» x , y, z, p des Poies auszmlrüeken. 
wenn die (kmrdinalen u. v. n> . r der Pdarebene gegebcui sind, 
hat mau diese linearen Gleichungen aufzulösen. Ute Auflösung 
ergiebt für die Koordinaten des Poles Ausdrücke von der Körnt: 
*« + * r + e m + dr. Setzt inan diese Ausdrücke für x, y, z, p 
in die homogene Function zweiter Ordnung fix, y , z.p), so er- 
hält man eine homogene Fuurtion F[u, v, >r, r) ebeufalls der zwei- 
tem Ordnung, welche wir die rceiproke Function der Func- 
tion f[x, y, z , p) neunen, imd welche durch Substitution der Aus- 
drücke (9) wieder in die F’mirtion f[x, y, z, p) übergebt. 

Man lial daher unter Vermittelung der Subsüliitioneti (9j die 
Gleichung;: 

(ffl) '. F'u, p, n> , r) ~ f.cC, y, p). 

Ua aber: f (x, y, z,p'<—*{f'{x) + tj\f'ig) + z (z) + p\ s f'[p). 
s« hat man ferner: 

*■. - ■ •. , 

(4t) F(u, Pi h>, r) =» xu + yv + zw + pr. 

fliese beiden Gleiehungen -iOj'und (|f) sind identiselie. wenn 
mau sieh die Wort he von u, v. w, r aus f«l), oder, wenn man sich 
iHe Werthe von x, y, "z, p. wie de sieh durcii Auflösung der Glei- 
chungen (9) ergeben, sulistituirl denkt. 
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IMHerenzirt man unter der letaleren Annahme die Gleichun- 
gen (io) und (ll) partiell nach « , so erhält man? 



r'M = £/"(*) + 



tJM + r.r W 



+ 



„ dx . dy , dz . dp 

du du du du 



dx 



H * * ei %ju * d u i u • ■ 

F («) = r + — u + -f- v + r - 1 tu + ~ r. 

du dn du du 

Ilividirt man die erste Gleichung durch 2 und zieht sie von 
der letzten ab, so wird; 

i F’>u) -- = ,T. 

* * , r »| •» 

Aid' diese Weise erhält mau durch lliflercnliation der Glci- 

rhungeu (Wj und (ll) nach u, v, tu. r respective die Gleichungen; 
(I2)....if» = x, {F’(v) = y, > F\w) = *, ^F’\r) = p, 

«eiche nichts anderes sind als die Auflösungen der linearen Glei- 
chungen (9). Es verdient bemerkt -zu werden, dass sie von der- 
selben Form sind, als die aufzulösenden- Gleichungen. 

Um die der Function f reciproke Function F zu biblen. bat 
man die Wertbe von x , y, z, p der aufgelösten Gleichungen (12) 
i» f etnziisetzeu, wodurch mau erhärt: 

... F(u. v, w,r)z=f(^F'{u), iF'(v). J.F», £*’>)). . « 

Aber einfacher und zugleich auf einem eleganteren Wege 
gelaugt man zum Ziele durch die identisrhe Gleichung: 

F u, v, w, r) s= ll . 4 F'{u) + v . J F'(v) + tr . £ -f t . j F'(r], 
* - * * * » - • * 

dem» die Ausdrücke £ F'{u) aus welchen .der rechte Theil 

der Gleichung zusammengesetzt ist, sind durch die Auflösun- 
gen (|.2) der Gleichungen (9) unmittelbar gegefien. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func- 
tion F reciproke Function wieder . die ursprüngliche [ ist. Miese 
beiden Functionen, die nach (10) unter Vermittelung der Sub- 
stitutionen (9) oder (l2) ident «che werden, stellen hiernach in 
solcher Beziehung , dass durch die eine auch die andere gege- 
ben ist. 

In der Gleichung (ln) bedeuteten x,y, z. p die Goordhiatcn 
des Polos,'«, v , «' , r die Goordinaten der dem Pol zugoomhieten 
Polarebene. Wenn der Pol die Hherflärhe zweiter ( inhiung f = o 



dz 



dp 
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um 



durchläuft . sii berührt dir Dolarebeiie dieselbe < Ibcrfläcllo und 
isl Tangentrnebeue der Oberfläche in dein Pol. Für diesen Kall 
hat man aber nach flu); 



Flu , v, w, r) ~ f x,y, z, p 






das heiss! . wenn eine Ebene TaiigentCHebenc. der Oberfläche 
zweiter Ordnung f = o. ist, so genügen die Coordinalen dieser 
Ebene der Glriehnng zweiten Grades Fu, v, >», r ) =-= o, lind uni- 
geketirt, wenn die Coordinalen einer Ebene dieser Gleichung ge- 
nügen, so ist die Ebene eine Tangentenebene der Oberfläche 
zweiter Ordnung f = o. 

Denkt man sich die Oberfläche zweiter Ordnung f = o 
durch ihre sätjimtlblicn Tangentenebenen erzeugt in gleicher 
Weise wie bisher durch Punkte in ihr, so wird man nach der 
Analogie die Gleichung: 



( 13 ) 



Flu, 



m. Fj 



die Gleichung det .Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten neunen zum Unterschiede von der in 
Punkteoordinatcn gegebenen Gleichung f r [x, y, z , p) = o dersel- 
ben Oberfläelie. Man verstellt also unter der Gleichung einer 
Oberfläche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die Gleichung 
zweiten Grades, welche die Coordinalen einer Ebene zu erfüllen 
haben, wenn die Ebene Tangent euelwne der Oberfläche zweiter 
Ordmmg sein soll. Wie sie aus der gegebenen Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung in Piinktcoordinaten, oder wie aus 
ihr wiederum die Gleichung der Oberfläche in Punkteoordinaten 
hervorgeht , ist iradi dem Vorhergehenden klar. 

Uni zu einer neuen Form der Funrtion f zu gelangen, stel- 
len wir unter Deifügung eines Factors i= — t die Gleichungen 
zusammen , welche vorhin dazu iHentrn die Function f als eine 
Function der Ebenencoordinaten wiederzngeb'eu: 



(») 



.kfX*) + u..t = 0, 

kf'[y) +»•<•= o, 
i /■'(*) + »’■ i = o, 
y'{p) + r.l = 6 , 

. ux + vy + Wf + rp J =5 , 



Digitized by Google 



Pole und Potareketieu der Oberflächen «werter Ordnung. 107 



Die linken Tlieile dieser 5 Gleichungen kann man als. lineare 
homogene Functionen der 5 Variabein x, y, z, />, t betrachten, 
die für ein System Werlhe ilieser Variabel» verschwinden. Dir 
iletei'iuinante A dieser 5 Functionen verschwindet nach ( 8 ) dar 
achten Vorlesung fftr diese Wertfie. Man hat daher eine Glei- 
r liung // = o zwischen f und den Kbenenroordinalen, woraus 
sieh f als eine Function der Ebenencoordiuaten ergiebt. 

. Zur wirklirhen ßarstefhiug der Function f in der angedeii- 
telen Weise bedarf es der Kennlniss der Function f selbst. 
Nehmen wir daher an, dass: 

(15) .../■= «oo x* + «1 1 f + “t, ** + «ja />* 

-f- 2a 0 , sty -f- 2« 0 ,xc+ 2a oi xp 
+ 2«,,yz + '2a,,yp+ 2a ? , zp. 



so wird, indem wir der Bequendiebkeit wegen setzen ~ a x% : 

J/'V) = a 90 x + d„ , y + + %,P, 

if'iv) = «i» x + “i , y + «ci z + ®i iP- ■ V • 

\ f(*\ = «io- + "t,y + «„* + o„p- 

if'(p) — o, 0 x + a s ,y + a 3t : + a 33 p. 



Selzt man diese Werth« aber in (14), so erhält man die gesuchte 
Determinante : • , - 





ö no ' 


■ «•!• 


* 


“03 • 




* • 


“io. 




a l t • 




e> 


A = 


“so. 






«... 


w 




«SO. 


« 3 .. 


ö 3 


«33. 


r 


• 






rv. 


r, 


f+ 0 




um! aus der Gleichung A — u mit Rücksicht auf i l 6 der siebenten 
Vorlesung wird : 





« 00 - “ 01 . 


«OS. 


‘ rt 03 * 


u 




* ■ • • 




“ 10 . «II. 


«J». 


“iw 


V 






(16) ....... A.f - 1- 


a t 0 » a t 1 » 


«SS- 


a t 3 » 


w 




• 




«4(1 * «1 1 * 


«3S - » 


“ 33 . 


r \ 






indem man hat: 


U, t>, 


4P, 


r, ' 


0 -\ 


* 


*■ ; 
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A = 



«bo • «oi* «ot* «oa ! 

«10 » **..» a ,t ’ f M J 

fl t0' fl *1» fl |f» 

'*««> °3I3. "»« ' «3* 



Ha aber die durch EhfenenronrdindteH ausgedrückte Function f 
narb 10 die Function F ist . so lial man eine «veile Harsfelhing 
der Function F in Ucleriiiinautetddnii: 



18 . . . Flu, r, w, r) ~~ 





«o,. 


«Ot* 


“o3- 
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«,»• 


«II. 


«... 
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j °*B ’ 




A r , » 


°t .1 * 


* 






fl„. 


«33- 
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u. 


V, 


w. 


r. 


0 



Elfte Vorlesung. 

Weitere allgemeine Eigenschaften der ( Iber- 
flftchen zweiter Ordnung. 



Von der GJeichntig der OberllärliPH- /weiter Ordnung in 
Piinjtlconrdinaten am Anfänge ihn- neunten Vorlesung ausgehend, 
gelangten wir mit Hülfe von Pol und Polarebene am Schlüsse 
der leisten Vorlesung zu einer neuen anal Wischen Ausdrucksweise 
der Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenenronrdinaten: 

F u , v, ;e, r, o, 

der HedHigungsgleichung zweiten Grades, welche erfüllt wird . 
wenn die Ebene u, r, r Taiigenlenehene der Oberfläche /wei- 
ter Ordnung ist. Eine gleiche Kehandhmgsweise dieser Gleichung, 
wie in der neunten Vorlesung der Gleichung der Oberfläche in 
Punkteoordinaten, wird zu analogen Sätzen führen. 

Hie angegebene Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
io Ebeue.ncoordinaten ist aus 10 Gliedern zusammengesetzt . von 
welchen jedes Glied seinen Coeflicienten hat. Ha jedoch durch Iti- 
\ision der Gleichung durch einen Goefticienlen dieser Goeflicient 
auf die Einheit zurück kommt . so kann man. ohne <ttr Gleichung 
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zu besrliränkeu, annelimeh , dass ein Goeliicieiil. gleich 1 sei, 
dass also die Gleichung nur $ Goeflicientru enthalte, welche in 
linearer Weise in die Gleichung eingchen , und deren YVerthe die 
.Natur der Oberfläche zweiter. Ordnung bedingen. 

Soll die Oberfläche zweiter Ordnung eine durch ihre (Koor- 
dinaten gegebene Ebene berühren . so müssen diese 9-(Kneftfcien- 
ten der linearen Redingungsgicichnng genügen , t die mau erhält, 
wenn man in der Gleichung der Oberfläche für die Variabel« 
setzt die gegebenen (Koordinaten 'der Ebene. Neun solcher He- 
dingnngsgleichiiiigen hestiinmen die 9 Goelüdenlen unzweideutig. 
Kalter hat man den Satz: 

/ ' ■ 4 . e* • - V. 

Durch 9 beliebig gewählte Taiigentenebeuen ist 
eine Oberfläche zweiter Ordnung ii|i Allgemeine« 
iiiizw eideutig bestiimnt. 

-Acht Tangentenehmien der Oberfläche zweiter Ordnung, 
welche 8 linealen Hedingimgsgleichungen zwisilum den 9 (Koef- 
tirieutrn eirtspredirn , bestimmen deslialii die Oberfläche nicht 
vollständig. Vielmehr lassen sich 8 Gocllicieiitcii durch den neun- 
len A„ der willkürlich bleibt, ausdrückeii . uud diese Ausdrücke, 
eingesetzt in die obige Gleichung der Oberfläche zweiter Ord- 
nung, gehen die allgemeine Form der Gleichung aller Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

*<l>< u,v,n>,r) — A ¥(«,- v, w, r} =».*, j. 
welche 8 gegebene Ebenen berühren. ' 

** ' ( / • # . , . t w , 

Daraus erhält man, indem man A = o oder = oo setzt, die 
Gleichungen: * 

* ' ^ % ' - ■ 3 ' • 

<t> (u, v, w, r) = u, W(u, v, w, r) — o 

zweier bestinunleii Oberflächen zweiter Ordnung, Welche die 8 ge- 
gebenen Ebenen berühren. Diese beiden Oberflächen haben un- 
endlirh viele gemeinschaftliche Tangent enebmten , welche den 
Ebeneneoordiiialen entsprechen, die beiden Gleichungen zugleich 
genügen. Da aber die Eheucncnordinnten , welche den beiden 
Gleichungen zu gleicher Zeit genügen, auch der vorhergehenden 

allgemeinen Gleichung genügen, so hat mau den Satz: 

• ■■ ■ ■ - 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche .8- gtsa 
gehene Ebenen berühren, wgrden vou allen Ebenen 
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berührt, w elche gomeinsrhaft liehe Ta ugfenlen eben en 
eine! zweier dieser Oberflächen. 

Soll daher eine Oberfläche zweiter Ordnnng durch 9 Tan- 
gettteuebeiien bestimmt sein, so dürfen diese nicht' zwei Ober- 
flächen «weiter' Ordnung zugleich berühren. 

Kin serieller Fall einer Oberfläche zweiter Ordnung ist ein 
Ptutklcnpaar. oder, will mau sich eine andere Vorstellung davon 
machen, eine in eine gerade Linie ausgeartele Oberfläche, welche 
durch die beiden 1‘iuikle begrenzt Ist. Denn wenn: 

A = o, ß — o 

die lileichuugcn zweier Punkte bedeuten, so stellt: 

A ß = o 

als eine Gleichung zweiten Grades eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung dar. 

Ist nun F o die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ocdimng in Kliciicncoordiiiatcn , so hat man den allge- 
meinsten analytischen Ausdruck für die Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welrhc mn allen Tmigenteiicbeneu der gegebenen Olier- 
Bäc.he berührt werden, die entweder durch den einen oder den 
anderen Punkt hilldurchgehen : - 

F — IAB = o. 

* • • • 

Mil anderen Worten lässt sich dasselbe also wiedeigrben. 
Die angegebene Gleichung mit dem willkürlichen Factor k 
stellt alle möglichen Oberflächen zweiter Ordnuug dar, welche 
die beicjpu von den Pnnkten A ' = o und ß - u ausgehenden 
Tangeulenkegel der gegebenen Oberfläche F = o ringsum he- 
rühren. 

Ist daher <J> = u ihe Gleiclumg einer Oberfläche »weiter Ord- 
nung. welrlie jeden der genannten Taugeutenkcgel ringsum be- 
rübrt . . so wird man immer die Facloren 1 und m so bestimmen 
können , dass inan identisch hat : 

F — IAB = u(P. 

Nimmt man an. F und A seien gegeben . so stellt die Glei- 
chung F — IAB -- o mit den vier in Iß steckenden willkür- 
lichen Goftslantcn eine Oberfläche zweiter Ordnung dar. welche 
den *om Punkte A = « ausgehenden Tangenlettkegel der tflter- 
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fläche F =e= o ringsum berührt. Um nachznwdsen , dass jene 
Gleichung mit den vier willkürlichen konstanten alle. Obei'fläriien 
zweiter Ordnung umfasst . welche den erwähnten Tangentenkegel 
ringsum berühren, berufen wir uns auf einen Satz, der freilich 
ea-'st später seine Erledigung linden wird „dass der Tangenlen- 
kegel einer Uberflücht; /.weiter Ordnung seihst eine Oherlläelie 
zweiter Ordnung ist, welche durch 5 Tangentenebenen unzwei- 
deutig bestimmt ist.“ Hiernach ist der vom Punkte A = u aus- 
gehende Tangentenkegel der Oberfläche F — o äquivalent mit 
3 TaugentenebencH desselben. Deshalb sind zur llestiinumug 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche den Taugentenkegel 
ringsum berührt, nur 5 Taugentenebenen derselben gegeben. 
Da aber eine Oberfläche zweiter Ordnung erst durch 9 Tan- 
genlenehenen vollständig bestimmt ist , so muss die fragliche 
r.leielmng der Oberfläche zweiter Ordnung noch vier willkürliche 
konstanten mit sich führen. Dieses trifft aber in der That zu. 

Wenn daher F — o lind <Z> = o die Gleiehmigen zweier 
Oberflächen zweiter Ordnung sind, di« den von dem Punklc 
A~ '= o ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so wird 
man u und die vier in 1 11 sterkemleu konstanten immer so be- 
stimmen können, das man identisch hat: 

F — p<P IAB. 

Daraus ergiebt sieh der Satz : 

Wenn zwei Oberflächen zweiter Ordnung ,vou 
demselben Tangeuteukcgei zweiter Ordnung, rings- 
um berührt werden, so werden sie gleichzeitig von 
einem zweiten gemeinschaftlichen Tauge uteiikegel 
zweiter Ordnung ringsum berührt. 

Sind nur 7 Tangenteuebencn einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung F = v durch ihre Coordinateu gegeben , so hat man zwi- 
schen den koeflicienlen in der Gleichung der Oberfläche auch nur 
7 lineare Bediiigiiiigsgleichungen, mittels welcher sich 7 Coefli- 
cieiiten durch die beiden anderen k und g, die willkürlich blei- 
ben, ausdrücken lassen. Setzt man diese Ausdrücke in die Glei- 
chung F — o der Oberfläche ein , so erhält man die allgemeinste 
Form der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung, welche die 
7 Ebenen berührt: 

0 + + .1X=^d. ' ’ -• 
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lla diese Gleichung .ilicr zusammengesetzt ist ans den («Iri- 
chuiigcn der drei Ohcrfjäehcu /weder Ordnung: 

<P = o, ’P= o, A'= 8, 

so wird sie erfüllt für jedes Svslem der Khcnenroordinaten. 
welches den drei Gleichungen zugleich genügt. Das heisst die 
gemeinsamen Tangcntenchciien der dvei Oberflächen sind zugleich 
Tangentenebenen ' der allgemeinen Oberfläche /weiter Ordming, 
welche die 7 Ebenen berührt. Die drei Oberflächen zweiter Ord- 
nung werden aber, wie wir sogleich nachweisen werden, von 
8 Ebenen zugleich berührt. Da von diesen $ Ebenen 7 die ge- 
gebenen sind, denn die angegebene/) drai Oberflächen sind spe- 
cielle Fälle der allgemeinen Oberfläche zweiter Ordming, 'so hat 
man den Satz: 

.Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 ge- 
gebene Ebenen berühren, berühren überdies «ine 
durch die- 7 Ebenen bestimmte achte Ebene. 

Wenn daher zur Oonstructixni einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertretet! sie nur die 
Stelle von 7 Ebenen, 

Die Bestimmung der dreieti Oberflächen /weiter Ordnung 
gemeinschaftlichen Taugentcuchencn führt auf die rein »igebrai- 
sehc Aufgabe: 

flie Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variaheiu w, v, w,'r aus den vier h o- 
mogeire n Gleichungen hervorgeht: 

0 — 0, *P = 0, X o, 

R — tt.v -f- vy + trz + rp'-~ o. 

Denn die Endgleichmig wird das Product der Gleichungen 
säunnlKeher geineinsaineii Tangentenelietien sein in Pnnktroordi- 
Iiateil aUsgedl'üekt. 

Diese Airfgalie sowie die folgenden, sind Bereits in der neun- 
ten Vorlesung mit Vertauschung von Punkt- und Eheiienrnordina» 
len gelöst worden, Wir epluelmiei) daraus, dass die bomugein- 
Endgleiehuug in l'uukleoordiiiaten vom achten Grade ist , wodurch 
der Satz bewiesen wird : 

. * • -«. *• •*** . „ 

Drei Oberflächen zweiter Ordnung haben 8 ge- 
rn einsam e T a ng en I e ne b en e. n. 
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Ebenso führt die lieslimmung der gemeinsamen Tangenten- 
ebencn zweier Oberflächen zweiter Ordnung 0 = o, V = o, 
welche durch einen gegebenen Punkt A = o hindurchgehen, 
auf die Aufgabe zurück: 

Die Endgleiohung zu* bestimmen , welche durch 
Elimination der Varia beln u, v, n<, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

0 = o, A = au + bv + crv dr = o, 

R = ux -f- vy + tvz ■+■ rp = o. 

Die geometrische Interpretation der Endgleichung gieh( den 

Satz: 

Durch einen gegebenen Punkt des Raumes las- 
sen sich vier Ebenen legen, welche zwei gegebene 
Oberflächen zweiter Ordnung zugleich berühren.' 

Die Frage endlich nach den Tangetileuebeuen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung 0 = o, welche durch zwei beliebig ge- 
gebene Punkte des Raumes A = o und B = o oder durch die 
Verbindungslinie derselben hindurchgehen, lallt mit der Aufgabe 
zusammen : 

Die Endgleichüng zu bestimmen, welche durch 
Elimination der Variabein u, i>, ir, r aus den vier ho- 
mogenen Gleichungen hervorgeht: 

0 = 0 , A =■= au + bv -f- cw -+- dr = o, 

B = au + ßv + ym + Sr = o v R = ubc -f- vy -f- wz -f- rp= o. 

Dass die Endgleichung in Rücksicht auf die Punktcoordina 
len vom zweiten Grade ist, dient als Beweis des Satzes: 

Dnrfch eine gerade Linie lassen sieh zwei Tan- 
gentenebenen an eine Oberfläche zweiter Ordnung 
legen.' 



Hesse, Airol yt. Geomelr. § 
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Zwölfte Vorlesung. 

Fortsetzung der zehnten Vorlesung über Pole 
ünd Polarebenen der Oberflächen zweiter Ord- 
nung. Reeiprocität. 



Wir halten am Ende der zehnten Vorlesung für die Ober- 
flächen der zweiten Ordnung den analytisrhen Ausdruck dersel- 
ben gefunden: 

(1) v, m, r) = o. 

Wir stellen denselben zusammen mit den Coordinaten u. v, n>, r 
irgend einer Ebene, -welche chireh die Sehniltlinie l zweier ge- 
gebenen Ebenen o und l Inndnrcligeht . deren Coordinaten wir 
mit den angehängteh Indiees bezeichnen, indem wir die betref- 
fenden llclaliout-n aus (4 der sechsten Vorlesung entnelmien : 

m — u„ + 1 «,, , 

2 v -- »o + iv,. 

m = n’ 0 + kw „ 
r — r„ 4- Ar,. 

Wenn diese Coordinaten-», v, tr. r iler Gleichung l genü- 
gen, so entsprechen sie den Tangeulenebenen der Oberfläche. 
Man bat daher .zur Bestimmung iler Tangentenoheneu der Ober- 
fläche, die durch die gerade Linie / gehen. die Gleichung: 

(3) F(u, + A », , r# -f Ae,, -f Are,,. r 0 + Ar,) = «. 

Dass diese Gleichung eine in A quadratische Gleichung ist, 
wird als ein neuer Beweis gellen des Salzes, den wir aus einer 
anderen Brlrarhluug bereits abgeleitet halten, dass durch eine 
gerade Linie sielt an eine Oberfläche zweiter Ordnung zwei Tau- 
gentenebenen legen lassen. 

Das anharmoiHsclie Verlifiltniss des «trwähnten Tangenlen- 
eltenenpaares zu dem gegelteiien Ekenenpaar 0, I ist das Ver- 
hältnis» der beiden Wurzeln der quadratischen Gleieimug. Es 
wird dieses Verhältniss zu einem liarmotiisrhen unter der Be- 
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dingnng . dass die Summe der beiden Wurzeln verschwindet. 
Entwickelt man, uin diese Bedingung auszudrücken, die quadra- 
tische Gleichung (3) nach Potenzen von 1, und setzt in der Ent- 
wickelung den Coefticienten der ersten Potenz gleich o, so er- 
hält man: 

(*) v,F\u t ) -(- v,F'{ v„) + w, F'(w e ) + r, F’(r„) — o, 

oder, da man auch die Iudires 0 und l vertauschen kann, ohne 
den linken Thcil der Gleichung zu ändern : 

(а) >‘oF'(h,) + v„F'(v,) + tv 0 F'(rv,) + r 0 F’(r,) = o 

als Bedingung für das Ehenenpaar 0, 1, wenn dasselbe zu dem 
durch ihre Schnittlinie gelegten Tangentenebenenpaar der Ober- 
fläche harmonisch sein soll. 

Man nennt ein Ebenenpaar harmonische Polarebenen 
oder harmonische Polaren einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung , wenn das durch die Schnittlinie derselben gelegte Tan- 
gentrnehenenpaar der Oberfläche harmonisch ist zu dem Ebenen- 
paar. Es ist daher (4) oder (5) die einzige Bedingung, die die 
Coordinalen zweier Ebenen 0 und I zu erfüllen haben, wenn sie 
harmonische Polarebenen der Oberfläche zweiter Ordnung sein 
sollen. 

Nimmt inan an, die eine liarmonisrhe Polarebene 0 der 
Oberfläche sei gegeben , die andere habe die Coordinalen u, v, w, r, 
so hat man die einzige Bedingung: 

(б) uF'{u a ) + v F(o a ) + tv F\w„) + r F'(r„) — o. 

welche ausdrückt, dass säimntliche harmonische Polarehcnen ei- 
ner gegebenen Ebene 0 durch ein und denselben Punkt gehen, 
dessen Coordinalen x„, y 0 , z 0 . p 0 durch die Glpirhnngen bestimmt 
sind. 

4 F’(u 0 ) = x,, lF'[v 0 ) = t/ u , | F'(w 0 ) = z„, J F\r 0 ) = p 0 . 

Diese Gleichungen sind aber nach (U) der zehnten Vorlesung 
die Relationen zwischen Pol und Polarebene. Man hat daher 
den Satz: 

Die einer gegebenen Ebene zugeordneten harmo- 
nischen Polarcbeneu einer Oberfläche zweiter Ord- 
uung geben durch den Pol der gegebenen Ebene. 

8 * 
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Es ist eine cbarahlerlstisehe Eigenschaft eines harmonischen 
Polarebrneii|>aares , dass der Pot der einen Ebene iu der ande- 
ren Hegt. Denn die Gleichungen (4l und (5t gehen durch die 
bekannten Relationen (121 der zeluiten Vorlesung zwischen Pol 
und Polarehene über in: 

m 0 .t, + r 0 v, + >r„z, + r„p , == «. 

«i-r, + r t y„ + »’|i 0 + r,/i n -= o, 

welche Gleichungen mich 9 der zehnten Vorlesung sich auch so 
darstellen lassen : 

•»i/V«) + yJÜ» + + Ptf'Pt) — o, 

*o /"(*i 1 + Hof y,) +'*of'{:,) + Ihf<Pi) = o. 

woraus wir den geometrischen Satz entuehineu: 

Die Pole zu einem Paare harmonischer Polare.beuou 
einer Oberfläche zweiter Ordnung sind harmonische 
Pole, und die Polarchenen eines harmonischen Polen- 
paares einer. Oberfläche zweiter Ordnung sind har- 
monische Polarchenen. 

Wenn man die bekannten Ausdrücke der Punktro<\^dinali*ii 
des Poles einer Oberfläche zweiter Ordnung nach (12) der zehn- 
ten Vorlesung iu die Gleirhung einer zweiten in Punktcoordina- 
teu gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung pinsetzt : 

,r, y, r, j, = o. 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ehenencoordiuatcn: 

) l F’(w), \F{r ) — o. 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (9 der zehnten Vorlesung 
in die Gleichung einer zweite!! in Ehencncoordinaten gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung: 

(P u, r,w, r ) = 0 , 

so erhält man die Gleichung einer dritten Oberfläche zweiter Ord- 
nung In Phnktcoordinaten : 

*(*/». kf(: , 4 f\P)) « o- 



Digitized by Google 




Fortsetzung Her zehnten Vorlesung. Rcciprocität. 



117 



Diese Hemerkungen beweisen «len Salz: 

Wenn der l’nl einer gegebenen Oberfläche zwei- 
te r Ordnung eine zweite Oberflile he zweiter Ordnung 
beschreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte 
Oberfläche zweiter Ordnung, uird umgekehrt, wenn 
«lie Polarebene einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordliung sich als Tan g e n to ne.be ne um eine zweite 
Oberfläche zweiter Ordnung herum bewegt , so be- 
schreibt der -l'ol eine d ritte Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

Die zweite und dritte Oberfläche fallen mit der gegebenen 
zusammen , wetin entweder der P«»l die gegebene Oberfläche 
durchläuft, oder die Polarebene sieh als Taugentenebene um die 
gegebene Oberfläche berumbewegt. 

Wir rügen endlirb noch einige Sätze hinzu , die sich nach 
den entwickelten Principlen ebenso von selbst verstehen : 

Das a n b a r mon j-sc b e Verhältnis* von zwei Punkt 
tenpaaren auf einer geraden Linie ist gleich dem 
an harmonischen VerhSlln-iss ihrer Polar ehe nen. 

Das auharninnisrlie Verliältniss von zwei Paar 
Ebenen, welche sieb in derselben geraden Linie 
schneiden, ist gleich dem anharmonisrhen Verhält- 
nis* ihrer Pole. 

Die Polarcbenen von zwei harmonischen Punk- 
ten paaren sind harmonische Ebenen. 

Die Pole von Zwei harmonischen Ebenen paaren 
sind harmonische Punkte. 

Die Polarcbenen von drei Pnnktenpaaren der Iii- 
vYiliitinn bilden wieder eine Involution. 

Die Pole von drei Ebeueupaaren der Involution 
bilden wieder eine Involution. 

Es bleibt noch übrig auf das Verhallen von den Lioienpaaren 
Innzuweisen, die wir hi der zehnten Vorlesung reeiproke Polaren 
der Oberfläche zweiter Ordnung genannt haben. 

Aus der charakteristischen Eigenschaft eines solchen Linien- 
Paares, dass die. Polarebcnen der- Punkte auf der einen dieser 
Linien sich in der anderen schneiden, folgt unmittelbar der Satz: 
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Jede gerade Linie, welche ein Paar reciproke 
Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung schnei- 
det., schneidet -die Oberfläche in einem Puuktenpaar, 
welches zu dein Scli nittp-unklcnpaar auf den recipro- 
ken Polaren harmonisch ist. 

11a sich die Polarebencn aller Punkte auf einer gegebenen 
Ebene in dein Pol dieser Ebene schneiden, so werden auch die 
Polarebenen der Punkte, welche auf zwei geraden Linien der ge- 
gebenen Ebene Ifegen, durch den Pol der Ebene gehen , woraus 
die Sätze gefolgert werden können: 

Wenn sich zw ei gerade Linien i ui llanme schnei- 
den, so schneiden sich auch die recipraken Polaren 
der beiden geraden Linien in einem Punkte, welcher 
der Pol ist der Ebene, in der die beiden geraden 
Linien liegen, und umgekehrt ist der Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien der Pol der Ebene, in 
welcher die reciproken Polaren liegen. 

Beschreibt eine gerade Linie in irgend welcher 
Art eine Ebene, so dreht sich ihre reciproke P olare 
um den Pol der Ebene. 

Dreht sich eine gerade Linie um einen Punkt in 
i li r , so beschreibt itire reciproke Polare die Polar- 
eben e des P ii ii k l es. 

Wenn eine gerade Linie in einer Ebene sich um 
einen Punjtt in ihr dreht, so dreht sich ihre reciproke* 
Polare nm den Pol der Ebene in der Polarebene des 
Pu ii k tes. 

Da die reciproke Polare, einer gegebenen geraden Linie in 
der Polarebene eines beliebigen Punktes der gegebenen geraden 
Linie liegt, so sieht mau, dass die reripmke Polare der Tan- 
gente der Oberfläche zweiter Ordnung in der Tangentcnebene 
des Berührungspunktes liegen muss. Denn wählt man den Be- 
rührungspunkt der Tangente als den beliebigen Punkt, so ist 
seine Polarebene eben die Tangenteneliene. Wählt man aber 
einen anderen I Hinkt der Tangenteneliene auf der Tangente, so 
geht seine Polarebeue bekanntlich durch den Berühnmgspunkt. 
Das heisst s 
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Die peciproke Polare der -Tangente in einem 
Blinkte einer. Oberfläche zweiter Ordnung ist in die- 
sem Dünkte wieder 'Fangende der Oberfläche: 

Ans der Goinlmialiim dieses Salzes mit den vorhergehenden 
folgt ferner: 

Wenn eilte gerade Linie si-ch.als Tange nie ein, er 
ebenen Srhnittrurve einer Ob c r fl helfe zweiter Ord- 
nung fortbewegt, »o beschreibt die reciproke Polare 
der geraden Linie den Tangent enkegei, der die Ober- 
fläche in der ebenen Sr hniltciirvc ringsum- berührt, 
und umgekehrt, wenn eine gerade Linie einen Tan- 
gentenkegel der Oberfläche zweiter Ordnung be- 
schreibt, so bewegt sich die reciproke Polare d-eF 
geraden Linie a-ls Tangente um die Iternhi'ungscurve. 

Bewegt sich eiJic gerade Linie als Tangente um 
eine zweite, von der zum Grunde gelegten Ober- 
fläche zweiter Ordnung verschiedene, Oberfläche 
zweiter Ordnung, so bewegt sich die reciprnkc Po- 
lare der Tangente als Tangente um oipe dritte Ober- 
fläche zweiter Ordnung, welche von den Polarehe- 
neu der Punkte auf der zweiten Oberfläche berührt 
wird. 

Beschreibt nämlich .der Pol die zweite Oberfläche zweiter 
Ordnung, so bewegt sieh seine Polarcbcne als Tangeutenebcne 
um eine dritte Oberfläche zweiter Orduuug. Die Taugeute der 
zweiten Oherfläehe ist die Verbindungslinie zweier tuieiuHieli. na- 
ben Punkte auf der Oberfläche; ihre Po|arebenen . die dir: dritte 
Oberfläche berühren, liegen ebenfalls unendlich nahe aneinander 
um! schneiden sich in der Tangente der letzteren Oberfläche. 
Diese Schnittlinie ist aber die reciprokc Polare der erwälniteit 
Tangente der zweiten Oberfläche.. . 

Wir schliessen hiermit diese Betrachtungen. Die aus ihnen 
gewonnenen Sätze über Pol mul Polare genügen, um ein Geber-. 
traguugs-Princip herzulcilen , welches den Namen de s Peirrci- 
pes der Hesviprorität führt. Dieses Priucip , welches die 
Sätze von der Lage der Figuren verdoppelt, soll in den äusse- 
ren Umrissen in dem Folgenden 1 entwickelt werden. 
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Jede gegeben)' Figur im Hanuic, bestehend au* Funkten, ge- 
raden Linien, Gurren, Ebenen, Oberflächen , kann man sielt in 
doppelter Weise entstanden denken. Durch den Punkt oder durch 
die Ebene. Wählt mau den Punkt als die Einheit der Erzeugung, 
so wird jede Figur der Inbegriff aller Punkte sein, welche in 
ihr liegen. — [Es bringt Vortheil die Gurren im Hamne 
als einen sperielleu Fall der Oherlläehcii aufzufassen , nämlich 
derjenigen Oberflächen , welche ihre Tangenten , da* sind gerade 
Linien, welche zwei nneiidlidi nahe Punkte der Gurve verbinden, 
beseitreiben. Umgekehrt wird daher aurli jede Oberfläche, welche 
durch gerade Linien erzeugt ist , die aufeinanderfolgend sieh 
schneiden wie die Tangenten einer* Gurve, als eine Gurre be- 
trachtet werden können.] Wählt man dagegen die Ehern* als 
di« Einheit der Erzeugung der Figur , so stellt sieh der Ptmkt 
dar als der Inhegrilf aller Ebenen, welche durch den Punkt ge* 
heu , die gerade Linie wird der Inbegriff aller Ebenen sein. 

welche sich in ihr schneiden , die Gurve wird der Inhegrilf aller 

: 

Ebenen sein , welche durch zwei unendlich nahe Pirnkte auf der 
Gurve hindurrligehen , die Oberfläche endlich wird der Inbegriff 
aller ihrer Tangentenehenen sein, das heisst der Ebenen , welche 
irgend drei unendlich nahe Punkte der Oberfläche, die nicht in 
enter geraden Linie liegen, verbinden. 

Legt man mm irgend eine Oberfläche zweiter Ordnung zu 
Grunde, die den .Namen der Directrix führt, und betrachtet 
jeden Punkt der gegebenen Figur im Itauine als den Pol einer 
Ebene , und , in der zweiten Darstellung derselben Figur durch 
Ebenen , jede Ebene als die Potarcbene eines Punktes in llezie- 
hung auf die Directrix . so werden die Ebene und der Punkt 
eine neue, die zti der gegebenen reriproke Figur, in dop|>el- 
tel> Krzeiigungsarl durch Eiterte und Punkt begründen, die der 
gegebenen Figur In folgender Art entspricht. Jedem Punkte der 
gegebenen F'igur entspricht eine Ebene der reriproken Figur, 
jeder Ebene der gegebenen Figur entspricht ein Punkt der reci- 
proken. jeder geraden Linie der gegebenen Figur entspricht eine 
gerade Linie der reriproken , jeder (iure der gegebenen Figur 
entspricht eine Gurre der reriproken . endlich entspricht jeder 
Oberfläche der gegebenen Figur eine Oberittehe der reriproken 
Figur. Imgekelirt entspricht auch in derselben Weise jedem 
Punkte der reciproken Figur eine Ebene der gegebenen, jeder 
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geraden Linie der reriproken Figur entspricht eine gerade Linie 
der- gegebenen, jeder Curve oder Oberfläche tler reciproken Fi- 
gur entspricht eine f.nrve oder Oberfläche der gegebenen Figur. 
Mit anderen Worten, ilie gegebene Figur ist reriprok zu ihrer 
reeiprokeu Figur. 

Hiernach bedingt jede Eigenschaft einer gegebenen Figur, 
welche sich auf die Lage ihrer Reslaudlheile bezieht , eine ent- 
sprechende Eigenschaft der reziproken Figur. Mit anderen Wor- 
ten, aus jedem Salze über die Lage von Figurentheilen zu ein- 
ander folgt ein Satz über die Lage der Theile der reciproken 
Figur. 

Hie reciproke Eigur ist durch die gegebene vollständig be- 
stimmt. Allein die Willkürlichkeit der gegebenen Figur wird 
eilte entsprechende Willkürlichkeit der reciproken Figur zur Folge 
haben , wodurch eben der durch die reciproke Figur bewiesene 
Satz einen gewissen Grad der Allgemeinheit erlangt. Wie weit 
sich diese Allgemeinheit erstreckt, erfahrt man daraus, dass man 
von der allgemeinen reciproken Figur ausgehend die gegebene 
als die reciproke von ihr bildet, befindet sich unter diesen Um- 
ständen letztere noch in den Grenzen der zulässigen Allgemein- 
heit , so wird dieses ein Beweist sein, dass das Maass der Allge- 
meinheit des reciproken Salzes nicht fiberschritten ist. 

Wir wollen dieses l’rineip an einem einfachen Beispiele er- 
läutern. Wir wühlen zu diesem Zwecke aus der neunten Vor- 
lesung den Satz: „Drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden 
sich in 8 Punkten". 

Dreien Oberflächen zweiter Ordnung einer gegebenen Figur 
entsprechen drei Oberflächen zweiter Ordnung der reciproken 
Eigur. Jedem Pimkfe auf einer der gegebenen Oberflächen ent- 
spricht eine Tangentenebene der reciproken Oberfläche. Einem 
Punkte , der zugleich auf den drei gegebenen Oberflächen liegt, 
entspricht hiernach eine Ebene , welche zugleich die drei reci- 
proken Oberflächen berührt. Die Zahl der Schnittpunkte der 
gegebenen drei Oberflächen ist also gleich der Zahl der gemein- 
samen Tangentenebeneii 'der reciproken Oberfläche. Eine neunte 
gemeinsame Tangentenebene der reriproken Oberflächen würde 
auf einen neunten Schnittpunkt der gegebenen drei Oberflächen 
srhliessen lassen. Demi auch umgekehrt entspricht jeder Tan- 
genteoebene einer reriproken Oberfläche ,ein Punkt auf der gege- 
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heuen Oberfläche. Pa aber irgend welchen drei Oberfläcben- 
zweiler Ordnung einer recijiroken Figur immer drei Oberflächen 
zweiter Ordnung einer gegebenen Figur, entsprechen, so hat man 
im Allgemeinen den Satz der elften Vorlesung: „An drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung lassen sich 8 gemeinsame Tangenlen- 
ebenen legen“. 



Weit ere Beispiele zur Anwendung des Principcs findet man 
in den vorhergehenden Vorlesungen in Menge vor. Denn alle 
diejenigen Sätze , welche ans der doppelten geometrischen Deu- 
tung derselben Gleichungen hervorgegangen sind, indem man die 
Variabelu einmal als Pimktroordinalen , das andere Mal als Ebe- 
nencoordiiiaten auffasste , sind reriproke Sätze. 

Wir stellen im Folgenden reriproke Sätze neben einander, 
(he sich nach den vorgelragcnen Principien eben so leicht ein- 
zeln beweisen lassen als sie nach dem Princip der Iteciprorität 
von einander abgeleitet werden können : 



Wenn ein Punktenpaar 
ein harmonisches Polen - 
paar ist für zwei Oberflä- 
chen zweiter Ordnung, so 
ist dasselbe auch ein har- 
monisches Polenpaar für 
jede Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch 
die Schuittcurve der bei- 
den Oberfbächen hindurrh- 
geht. 



W e un ei n K b en e u p aa r 
ein harmonisches Polar- 
ehe neu paar ist für zwei 
Oberflächen zweiter Ord- 
nung, so ist dasselbe auch 
ein harmonisches Polar - 
ebeueupaar für jede Ober - 
fläche zweiter Ordnung^ 
welche alle Ebenen be- 
rührt, die gemeinschaft- 
liche Tangenten ehe n.e u 
der beiden Oberfläche u 



j sind. 



Wenn mau durch zwei gegebene Oberflächen zweiter Ord- 
nung eine gerade Linie legt, so kann man auf ihr ein Pnnkleti- 
paar bestimmen , welches harmonisch ist zu jedem Sclnnttpiink- 
tenpaare der geraden Linie und der Oberflächen. Dieses Punk- 
tenpaar ist ein Paar harmonischer Pole für jede der beiden Ober- 
flächen. also nach dem ersten Salze auch ein harmonisches Po- 
lenpaar für eine dritte Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
durch die Schnittcurve der gegebenen Oberflächen hindurch- 
gellt. Erinnert man sirh nun der Dciiuition für drei Punk- 
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tenpaare der Involution, so folgt daraus der Satz und sein re- 



riproker: . - 

Jede gerade Linie schnei- 
det drei Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, von welchen 
eine durch die Schnitt- 
cirrve der beiden anderen 
h indurch geilt , in Punkten 
der Involution. 



% 

Oie Polare'hcnen eines ge- 
gebenen Punktes in einem 
System Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche durch 
8 feste Punkte i ni Raume 
geben, schneiden siti-li in 
ein und derselben geraden 
Linie. 

Oie Polarehenen eines 
gegebenen Punktes in ei- 
ii-em System Oberflächen 
zweiter Ordnung, welche 
durch 7 feste Punkte int 
Raume gelten, schneiden 
sich in ein und demsel- 
ben Punkte. 



Wenn man durch eine 
gerade Linie Tangenfen- 
ebeuen legt an drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung, 
von wedelten eine alle ge- 
rn e i n s a m e n T a n g e n t e n e h e - 
neu der beiden anderen 
b e r ft h r l , so bilden diese 
T a n ge n l e u e h e n c n eine In- 
volution. 

Oie Pole einer. gegebe - 
nen Ebene in eilt eilt Sy- 
stem Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 8 feste 
Ebenen berfi-hren, liegen 
in einer geraden Linie. 



Die Pole einer gegebe- 
nen Ebene in einem Sy- 
stem Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche 7 feslc 
Ebenen berühren, liegen 
in ein und derselben 
Ebene. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Mittelpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. 
Transformation der Coordinaten mit Beibehaltung 
der Richtung der Coordinatenaxen. 



Iler Pol einer Ebene . die in ihrer ganzen Ausdehnung in 
lias Unendliche fällt . hat rürksic'hllich seiner Oherlläche zwei- 
ter Ordnung eine benierttenswerlhc Eigenschaft. Legt man näm- 
lieh eine Sehne derOberfläehe durch den Pol, so schneidet die 
Sehne die Oberfläche in einem Punktenpaar, welciies harmonisch 
ist zu dem Pul und dem Schnittpunkte der Sehne mit der Polar* 
ebene. Dieser letztere Schnittpunkt liegt aber in dem Unendlichen. 
Mithin halhirt der Pol die Sehne , so wie jede andere Sehne der 
Oberfläche, welche durch ihn geht. 

Man nennt Mittelpunkt einer Oberfläche zweiter Ordnung 
einen Punkt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen derOberfläehe hal- 
hirt. Es ist also der Pol einer Ebene in dem Uneindliehen der Mit- 
telpunkt der Oberfläche zweiter Ordnung. Da es nur einen Mit- 
telpunkt einer Oberfläche zweiter Ordnung giebt , so kann ilieses 
als eine zweite Definition des Mittelpunktes dienen. Demi gäbe 
cs- zwei Mittelpunkte, so wfuglc die durch sie gelegte Sehne der 
Oberfläche in zwei verschiedenen Punkten halhirt. Auf Urund 
dieser zweiten Definition folgt aus den letzten Sätzen der vorher- 
gehenden Vorlesung: 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ords 
niing, welche 8 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer geraden Linie. 

Die Mittelpunkte der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche 7 feste Ebenen berühren, liegen auf 
einer Ebene. 

• Die analytische Bestimmung des Mittelpunktes einer Ober- 
fläche zweiter Ordimug kann in doppelter Art geschehen, indem 
man entweder von der Oieirhung der Oberfläche in Punktcoor- 



Digitized by Google 



Mittelpunkt der Oberfläche 2. 0. Transforipation auf den Mittelpunkt. 125 

dinatei) oder von der Gleichung derselben Oberfläche in Ebenen- 
roor.dinateh ausgeht. Im ersteren Falle sei die Gleichung der 
Oberfläche zweiter Ordnung: 

(lj f{x, y , z, pj = u. 

Aus (9) der zehnten Vorlesung entnehmen wir die Relationen 
zwischen den Guordiuateii des l*o(cs .r, y, z ,p) und seiner Polar- 
ebene (u, v, w, r'j : 

(2 • • ' 4 f[*) — “ . if'Lv) = v, \f\z) = w, 4 f(p) ~ r. 

[ta die Polarcbene aber in das Unendliche lallt , wenn 
u -v = w — o, so hat mau zur Bestimmung der Coordinaten 
des Mittelpunktes der Oberfläche die Gleichungen: 

(3) fix) = fi'J) = ». fi z ) = o. 

Von diesen drei linearen Gleichungen hat auch jede ihre 
geometrische Bedeutung. Sie drücken nämlich analytisch ans die 
Polarebenen der drei Punkte auf den Coordinatenaxen , welche 
in dem Unendlichen liegen, (lass sich diese dn i Polarebenen in 
dem Mittelpunkte der Oberfläche schneiden , lässt sich aueli auf 
geometrischem Wege leicht einschen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der Ober- 
fläche ergeben sich aus den Gleichungen (3), wenn man p == 1 
setzt. In dieser Voraussetzung bestimmen die Gleichungen (3) die 
Werthe der Variabein, welche die Function f(x,y,z, I) zu einem 
Maximum oder Minimum machen. Woraus sich folgende Regel 
abnehmcii lässt : 

D i e W e r t he der V a r i a b e 1 n , welche eine ganze 
Function des zweiten Grades f(x, y , z) zu ei n e in 
Maximum oder Minimum machen, sind die Coordina- 
ten d es Mi 1 1 elpun k t es der Oberfläche zweiter Ord- 
nung f [x , y , z) = o. 

Um auf analytischem Wege den Mittelpunkt, zu bestimmen 
für eine Oberfläche zweiter Ordnung, die durch ihre Gleichung 
iii Ebcnencoordinateu gegeben ist: 

(4) ’ F(u, v, w, r) = o, ’ 

erinnern wir au die Gleichung des Polcs • einer Ebene (w 0 , t a , ir„, r a ) 
nach (6) der zwölften Vorlesurtg : 

(5) . . . i‘<fF'(u) + r, F'(v) + rv 0 F \tv) -f r a F'(r) = o. 
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Die Ebene füll! in das Unendliche , wenn u„ r„ s= n>„ — o. 
und ihr Pol, der Mittelpunkt der Oberfläche, erhält zur Gleichung: 

(6) F'(r)= o. 

Diese Gleichung ist bekanntlich die Bedingung, unter wei- 
cher die in r quadratische Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat. 

Wenn der Mittelpunkt der Oberfläche zugleich der Coordiuä- 
tenanfangspunkt sein soll, so müssen die Gleichungen (3) erfüllt 
werden für ,v = y = z — o. Diese drei Bedingungen drücken 
aber aus, dass in der Gleichung der Oberfläche (l) die drei Glieder 
fehlen, welche die erste Potenz der Variablen p als Factor haben. 

Soll die Gleichung (6) des Mittelpunktes der Oberfläche zu- 
gleich die des Coordinatenanfangspunktes sein, so müssen in ihr 
die drei ersten Glieder verschwinden, welche rcspective mit u, v,w 
inulliplicirt sind, das heisst, in der Gleichung (4) der Oberfläche 
müssen die drei Glieder fehlen, welche die erste Potenz der Va- 
riabel!! r als Factor haben. 

Umgekehrt, wenn die genannten drei Glieder in der Glei- 
chung (i) oder (4) verschwinden, so ist der Coordinateuanfangs- 
punkt der Mittelpunkt der Oberfläche. Denn im ersten Falle 
bleibt die Gleichung (l) ungeändert, wenn man für p setzt — p, 
welches geometrisch ausdrückt , dass jede durch den Coordinateu- 
aufangspunkl gezogene Sehne der Oberfläche in diesem Punkte 
lialbirt wird; und' im zweiten Falle bleibt die Gleichung (4) un- 
geändert, wenn man für r setzt — r, welches beweiset, dass 
parallele Tangentenebenen der Oberfläche von dem Coordinaten- 
anfaogspuukt in entgegengesetzter Dichtung gleich weit ab- 
stehen. 

Wir werden diese Bemerkung benutzen, um auf einem zwei- 
ten Wege die Coordinatcn des Mittelpunktes der Oberfläche zu 
bestimmen. 

Hat man irgend ein zweites, dem zum Grunde gelegten recht- 
winkligen Goordinatensystem , paralleles Coordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt die Coordinaten a,b,c hat, so ergeben sieb aus der 
geometrischen Betrachtung leicht folgende Delationen zwischen 
den Coordinaten x, y, z irgend eines Punktes im ersten und ihm 
Coordinaten -V, Y,Z desselben Punktes in dein zueiteu System: 

-r = -V + a, y—Y + b, z — Z + r. 
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Wählt man aber statt der rechtwinkligen Koordinaten die 
homogenen Koordinaten , so ergeben sieh daraus folgende Trans- 
formationsformeln : 

x ~'X -f- aP, 

(7) y=Y+bP, 

z = Z + cP, 

P==P, 

Die Gleichung einer Ebene: 

»tr 4- vy wz r p = o , 

nimmt durch diese Substitutionen, wenn wir mit V, V, W, R die 
homogenen Koordinaten der Ebene bezeichnen bezüglich auf das 
zweite Koordinatensystem , die Gestalt an: 

' . ÜX + VY+ WZ + RP = o, 

und die Vergleichung der linken Tludle beider Gleichungen er- 
gieht folgende Trausformationsformelu der Ebeneneoordinaten : 
u—U, ü = u, 

•Ä ■ • - vz=V ' V==v - 

ws= W, W w, 

r = R — aU — bV — cW, R = r -f- au -f- 6 v + c w. 

Durch diese Transformatiousformeln gehen die Gleichungen 
(l und !4) der Oherlläche zweiter Ordnung über in: 

(9) . . . . f {X + aP, Y + hP, Z + cP, P} = o. 

(in) . . . . F{ U, V, W, R — aO — b V — c W } = o. 

Es sind dieses die Gleichungen derselben Oberfläche zweiter 
Ordnung, bezogen auf ein paralleles Koordinatensystem , dessen 
Anfangspunkt die rechtwinkligen Punkte, oordiuaten a, h, c hat. Die 
Grade der Gleichungen sind durch die Transformation tingeändert 
geblieben. 

Ife.r Mittelpunkt der Oherlläche ist zugleich Coordinatenau- 
anfangspunkt, uenu a, b, c, l für x, y, z, p gesetzt den Gleichungen 
i3) genügen, oder wenn diese Grössen proportional sind den Kocf- 
lichmtcn von u, v, w, r in der Gleichung (6). 

Diese die Koordinaten a,‘b, r des Mittelpunktes der Oberfläche 
iMstinunenden Gleichungen erhält man auch durch Entwickelung 
der Gleichungen (9) und ;I0 , wenn mau entweder die drei mit 



X=x — ap, 

Y — y — bp, 

Z — z — cp, m 

P-^p. 
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der ersten Potenz von P mulliplicirlcn Glieder einzeln gleich o 
setzt, oder wenn man die drei mit der ersten Potenz von R iniri- 
tiplicirten Glieder verschwinden lässt. Es lässt sich daher 
die homogene Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung dnrrh blosse Aeuderiing des Coordinaten- 
a ii fa n gsp im k t es im Allgemeinen auf die Form zurück* 
führen, in welcher die drei mit der ersten Potenz 
der letzten Variabein rauitiplicirten Glieder fehlen. 

Die einzige Ausnahme von dieser Hegel bildet der Fall, wenn 
der Mittelpunkt der Oberlläche in das Unendliche fällt, denn 
in dieser Voraussetzung kann mau den Mittelpunkt nicht zuip 
Goordiiialeuaufaiigspunkt machen. 

Fm die analytische Hedingung dieses Falles festzustellen, neh- 
men wir an, dass die Gleichungen der Oberlläche zweiter Ord- 
nung in Punktcoordinateu und in Ebenrncoordinaieu seien : 

(11) f = a 0 0 x* + 2 « 01 Jy + a,,y' o. 

( 12 ) .... F = e 00 «’ -f- 2c 0 i vv + e , , r* + . . . . = o. 

Den Mittelpunkt der Oberfläche f -- n bestimmen die Glei- 
chungen (3): 

i /■’(*) = «oo* + a«.y + + «o.P = o, 

hf'iy) = ?!** + «i ii/ + »h** + «i»p = o. 

4 /■'(*) = "«** + «.i y + "oJ + “> j p -- «■ 

Betrachtet mau in diesen Gleichungen die rechtwinkligen 
Goordinaten des Mittelpunktes als die linhekannten und 

ppp 

löset die Gleichungen auf, so stellen sich bekanntlich die Werlhe 
der Unbekannten als Brüche dar mit demselben Nenner: 

o * fl 0 I * * I 

03i D = a lt , a, t 

n t o » a 2 I * (l t S 

Verschwindet dieser Nenner, so werden die Goordinaten des 
Mittelpunktes unendlich gross, und der Mittelpunkt fällt in das 
Unendliche. 

Die Gleichung des Mittelpunktes der Oberfläche F=o ist 
nach ^6} : 

* F\r) *=>ej 0 i/ 4- Pj , r -f e.n»’ + e,»r-= «, 
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woraus sich dir rechtwinkligen Goordinalen << 6, c de* Mittelpunk - 
tes der Oberfläelie ergeben: 1 



(J+) a = ^. i±= e,, > r‘=i^. 

„ . •• • *»«. .. • r »» 

welche unendlirh gross werden, wenn der gemeinsame. Nenner 
versehe indel. 



tter Mittelpunkt der ührrlläelir f o oder F = u fällt da- 
her in das Unendliche unter der Bedingung: 

(lö) . ■ . . . .> . oder == o. 



Man unterscheidet nun Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
einen Mittelpunkt halten voh ' den Oberflächen zweiter Ordnung, 
deren Mittelpunkt in das Unendliche fällt, von welchen man 
sagt, floss sie keinen Mittelpunkt halten. Jude von den Gleichun- 
gen (lä) ist die Bedingung für die letzte Gattung von Oberflächen 
zweiter Ordnung, ihre homogenen Gleichungen lassen sieh nicht 
auf die Konti zurüflkführeii , in welcher die mit der erste« Po- 
tenz der letzten VariaMn iiuiltiplieirfen Glieder gänzlich fehlen. 



Vierzehnte Vorlesung. 

Kriterium des Kegels zweiter Ordnung. Tangenten- 
kegel der Oberfläche zweiter Ordnung. 

Unter den OlteilUichen zweitel - Ordnung mit. einem Mittel- 
punkt verdient eine besondere Beachtung diejenige, deren Mit- 
telpunkt auf der Oberfläche seihst liegt. 

* Es -sei» • • - 

f »)••••/■— «oo** + 2“oi x v 4- «t . y* + • • • ; » 

» i * « > ■ \ . 

die Gleichung einer solrheu Oberfläche. Bie Goordinaten des ^Mit- 
telpunktes derselben bestimmen sich aus den Gleichungen; 

f{x) — 0 , f'iy) = o, f\i)z=o. 

II , Anulyi. Gcomelr«^ 9 
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».'• - <» 



SetJt man die Werl he dieser Goordinatcti in- die Gleichung 
der (Iberfliehe. 

•if = xf'{x) + + */■'(*) 4 pf' p) ~ o. 

so muss in dein vorliegenden -Falle die Gleichung erfüllt werden. 
Daraus erhält man aber: - 

f'(p) = «■ 

Wenn daher die Oberfläehe t' die angegebene Eigenschaft 
haben soll, so müssen sich Wert he der Variabein bestimmen las- 
sen , welche den vier Gleichungen zu gleicher Zeit genügen : 

2) . . . f\x) — o, f 'iy) = 0 , f\z) = o, f\p, : - 0 , 

voll welchen die drei ersten den Mittelpunkt der Ohertlärhe be- 
stimmen und die letzte ausdrückl. dass der Mittelpunkt auf der 
Oberfläche selbst liegt. 

Es liegen hier vier homogene l-'uuct innen * /'7.r'. J \f“ fjr), \ 

^ f"\p der vier Variabein vor, welche für ein System Wertbe der 
Variabein verschwinden. Es versehwiudet also naeh Satz («) der 
aebten Vorlesung auch die Determinante dieser Functionen, tmd 
man hat die Itediugungsgleichiiug : 



a oo> 


«0 1, 


«ot. 


«0 3 


(t lü1 


"ll. 


«10, 


«13 


0 » 


«»1, 


«*., 


«3 3 ! 




«3 i » 


« 3 ., 


«3 3 



o 



zwischen den Goefficientcn in der (ileirlmng i) der Oberfläche 
von der hezeichnetcn Art. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft dieser Oberflächen 
zweiter Ordnung, dass die Pulnrebeiicn aHer Punkte des Raumes 
sämmtlich durch den Mittelpunkt der Oberfläche gelipn. heim 
die (ileirliiuigen der Polarehenen aller Punkte des Raumes werden 
naeh $ für den Mittelpunkt erfüllt. 

Um eine zweite Eigenschaft dieser Gattung Oberflächen her- 
zuleilen, bezeichnen wir mit .r, y, z, p die Goordiiialen des Mitlei- 
pimkles, mit .r 0 , y a . p 0 die (ioordinateu eines beliebig auf der 
Oberfläehe gewälilteii Punktes. Die Coordinaten a- + X ,c o , »/ -f- X y a , 
z -{- X z a , p + X p 0 eines beliebigen Punktes auf der Verbindungs- 
linie beider genügen der Gleichung: 

(U • • • f(* + i.r 0 , y + Xy a , z + iz 0 . p + Xp 0 ) = o, 
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welchen Werth auch der unbestimmte Factor A habe. Denn ent- 
wickelt man die Gleichung »ach Potenzen von A, so verschwin- 
det das erste Glied, weil der Mittelpunkt, auf der Oberfläche liegt. 
Ebenso verschwindet das letzte Glied der Kntwkkelnng , weil -der 
Punkt o auf der Oberfläche liegt. Es verschwindet endlich der 
FacUJV der ersten Potenz von A: > 

fs) 4- y«f\y) + f{*) + Paf'ip) '=* ® 

auf Grund der Gleiclunigen (2). Die Verbiiidungsiitiie fällt mithin 
ihrer ganzen Länge nach in die Oberfläche, .und die gauze Ober- 
fläche kann als entstanden gedacht werden durch Drehung einer 
geraden Linie um den Mittelpunkt. 

Eine solche Oberfläche nennt man einen Kegel. Die be- 
handelte Gattung von Oberflächen sind also Kegel zweiter Ord- 
nung. und die Gleichung (3) ist die Bedingungsglcirbuug für den 
Kegel (1). Er rharaklerisirl sich dadurch, dass sein Mittelpunkt, 
die Spitze des Kegels, iu der Oberfläche seihst liegt. r 

Es bleibt noch übrig .nachzuw eisen, dass auch jeder Kegel 
f — o der zweiten Ordnung., der durch Drehung einer geraden 
Linie um seine Spitze entstanden ist, der Gleichung (3; genügt. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass x,t/.z,p die Coordinti- 
ten der Spitze' und a- 0 , y 0 , t 0 , p„ die Coordinateu eines beliebigen 
Punktes o auf der kegelfläehe seien. Da nun jeder Punkt der 
Verbindungslinie dieser beiden Punkte auf der Kegelfläche liegt, 
so wird für jeden Werth von A der Gleichung (♦) Genüge ge- 
schehen, die durch Entwickelung übergeht in (5). Dieser Glei- 
chung wird nun für jeden Punkt o des Kegels genügt. Sie ist 
aber, wenn man den Punkt o als variabel betrachtet, die Gleichung 
einer Ebene. Es müsste also entweder der letzteren Gleirliung 
für jeden Punkt o des Kegels genügt werden können, welcher 
auch ausserhalb der Ebene liegt, oder die Ebene müsste ein 
Theil des Kegels sein, oder endlich müsste der Gleichung (5) 
durch die Gleichungen (2) Genügt* geschehen. Der erste KaU ist 
als unstatthaft zu verwerfen, hi dem zweiten Falle wird die Func- 
tion f in das Product von zwei linearen Factoren zerfallen und 
der Kegel in ein Ebenetipaar. Dann genügt aber jeder Punkt 
der Schnittlinie der beiden Ebenen den Gleichungen (2). Es bleibt 
also nur der dritte Fall übrig, in weichem man die Gleichungen 
(2) hat, aus weichen durch Elimination die Bedingung (3) hervorgebt. 

9 * 
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Die Gleichung des Kegels zweiter Ordnung in Piinktroordi- 
neten lässt sirli iii<-|it so wie die Gleichungen aller übrigen Ober- 
flächen zweiter Ordnung durch Fbemncooiiliuateu ausd rücken. 
Denn die reciprohc- Fnnelion F von f erhall . da nach (3) A r= o 
ist. narh (18' der zehuten Vorlesung einen unendlich grossen Fac- 
„a-I. f. .ässl mau diesen Factor fort . so stellt i|jc Glefchung 
A.F=u nicht mehr den Kegel dar, sondern diese Gleichung 
ist das Quadrat der Gleichung eines Punktes, nämlich der Spitze 
des Kegels. ] 

Es sei nun die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter 
Ordnung: 

lg) = «„.x* + 2«o , -ry *F o, | y' -f = o. 

welche sich von der Gleichung des Kegels IV mir dadurch unter- 
scheiden soll, dass der Coefflcienl a„ , der dort durch die Glei- 
chung (3) als Function der anderen GoeHicienten bestimmt ist, in 
dieser Gleichung irgend einen Werth habe. 

* Die drei ersten Gleichungen (3; bestimmen unter dieser Vor- 
aussetzung ilie Spitze des Kegels fl), wie den Mittelpunkt der 
Oberfläche '6 . Es fallen also beide Punkte in einen zusammen, 
/lebt man die Gleirhuug des Kegels von der Gleichung der Ober- 
Härbe ab, so erhält man: 

p* - ; v, 

• .V • * * • . • * * • . 

die Gleichung eines in eine Ebene xnsaimueufallendcn Ebenen- 
paares in dem Unendlichen. Dieses beweiset, dass der Kegel die 
OJortlärbe in dem Unendlichen ringsum berührt. 

Einen solchen Kegel,, dessen Spitze in dem Mittelpunkt der 
Oberfläche zweiter Ordnung liegt und der die Oberfläche berührt, 
nennt man Asyuipl oten -Kegel der Oberfläche zweiter Ord- 
nung. Man erhält also die Gleichmig des Asy in ptoten - 
kegels aus der Gleirhuug der Oberfläche zweiter 
Ordnung, wenn mau in der iioinugoueu Gleichung der 
Oberfläche dem Gncfficicn ton des mit dem Quadrat 
der letzten Variahein in iiltf plrc-irtcn Gliedes einen 
seriellen Werth beilegt ,. «lass die Oberl’lärhe ein Ke» 
gel wird. 

Ans der auf den Mittelpunkt Iransfonnirten Gleichnng (9 der 
(bewohnten Vorlesung der Oberfläcbc zweiter Ordnung fallen in 
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der Entwickelung nicht allein die mit der ri-steu Potenz von P 
nudtiplirirtcn Glieder fort, sondern, wenn die Oberfläche ein Ke- 
gel ist. äuch das mit P* iHillt iplicii-tr Glied: 

f{a, b. c/lf*. 

weil der Mittelpunkt zugleich ein Punkt der Oberfläche ist. Es 
wird datier durch Verlegung des Coordipateuaiifaugspiuiktes in 
die Spitze des Kegels (|) die Gleichung desselben: 

(tt- ../T.V, YZ , : a M X'+a u r*+e„2*-|-2o lt Y^-2a,„ZX+iH 0 ,Xy^=o, 

eine Gleichung, welche aus der allgemeinen Gleichung (|) des 
Kegels zweiter Ordnung hervorgehl , .indem man p — o. und für 
x, ff, z wspective setzt X, Y, Z. 

Da man eine von den 6 in die Gleichung (7t eingehenden 
Konstanten durch Division gleich -der Einheit machen kann; so 
gehen iu die GlcMmng nur 5 willkürliche Constanten in linearer 
Wtjise ein, von welchen allein dir .Natur des Kegels ahhiingt. 
Diese 5 Constanten Werden unzweideutig durch 5 lhuikte des Ke- 
gels bestimmt sein. Man hat daher den Satz, auf welchen wir 
in der vierten Vorlesung hingewiesen haben: 

Durch 5 von ein mul demselben Punkte ausgehende 
gerade Linien lässt sioh nur ein Kegel zweiter Ord- 
nung hin dürr biegen; 

oder mit anderen Worten: 

■ ^ • ”■% 1 

. Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Kanten unzweideutig bestimmt. . 

Dass jede durch die Spitze des Kegels zweiter Ordnung ge- 
legte Ebene den Kegel nur in zwoi geraden Linien schneidet, eine 
Voraussetzung, die wir ebenfalls an der bezeirlmetcn Stelle ge- 
macht haben, geht daraus hervor, dass eine gerade Liuie den 
Kegel zweiter Ordnung, als speriellen Fall der Oberfläche zwei- 
ter Ordnung nur in zwei Punkten schneidet. 

Die Gleichung der Polarebene eines beliebigen Punktes X, Y, 
Z, P rücksirhtlich des Kegels (7) ist, wenn man mit .V 0 , Y u , Z a , P 0 
die variabel!) Koordinaten bezeichnet: 

• • /■ «> ' * . t 

(8) v x \f\xi 4- r*f\r, + Zo 
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die Gleichung einer Ebene , welche durch den Coordinatenan- 
faagspunkt geht. Es geht mithin die Poiarebene eines beliebigen 
Punktes im Hatime immer durch die Spitze des Kegels. Eine 
Ausnahme davon macht die Spitze des Kegels selbst. Denn die 
Gleichung lg) ihrer Polarebene wird illusorisch. 

Da in die Gleichung (8) die Variable P gar nicht eingeht. 
<o werden die verschiedenen Punkte auf einer durch die Spitze 
des Kegels gehenden geraden Linie alle dieselbe Polarebene ha- 
ben. Eine Ebene, die nicht durch die Spitze des Kegels gehl, 
hat keinen Pol , weil die Polarebenen aller Punkte des Raumes 
durch die Spitze des Kegels gehen. Mau wird daher zu Polar- 
ebenen des Kegels nur solche Ebenen wählen können, welche 
durch die Spitze gehen. Bezeichnen wir aber mit V, V, (V, R 
die Goordinaten der Polarehene, so ergehen sich hiernach aus 
(g) folgende Relationen zwischen den Goordinaten des Poies und 
der Polarebene des Kegels: 

( 9 ) .... itf'iX) U, 4 f\T) = V , ±f\Z) = W, o ~ R. 

Wenn mm F ( U, V . ff', die reciproke Function der Function 
f [X, F, Z) ist, so hat man erstens auf Grund der Substitutionen (9): 

(101 F{U, V, fF) = {(X. Y, Zu 

und zweitens die Auflösungen der linearen Gleichungen (9): 

(11) . . . \F'(U) = X, 4 F\V) = Y, 4 F'[W) zs= Z, R — o. 

Lässt mau den Pol in die Kegellläclic fallen , so erhält man 
aus (10) und (II) die Bedingungen für die Tangentenebenen des 
Kegels: 

F U, V, ff') = 0 . 



oder allgemeiner, wenn mau mit R irgend einen linearen homo- 
genen Ausdruck der Ehenenrourdinalen bezeichnet : 

F\U, Y, ff') + B R =s o , 



Die erste von tliescn Gleicliungeii mit den 10 darin vorkorn- 
inenden Goefiicieuten stellt eine Obertläche zw eiter Ordnung durrh 
Eheiienroordinaten dar, uud die letzte ist die Gleichung der Spitze 
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des Kegels. Setzt mail daher in die beiden Kleiciiuugeu {13, die 
W'erthe von U, V, W, B aus (8} der dreizehnten Vorlesung , um 
die Oberfläche lind «Re Spitze des Kegels auf das ursprüngliche 
Koordinatensystem zu beziehen, so nehmen jene Kleichuflgrn (13) 

die Form au: . • 

F u , v, w, r ) — v , 

(H) . , V ....... . 

/I ’■ w, i — / > — * * -< , 

indem die zweite lineare Kieicliung die Spitze des Kegels dar- 
stellt. 

Man sieht hieraus, dass der Kegel zweiter Ordnung in Ebe- 
neueiMirdiualen dure.h zwei Kleicbuugen ansgedrückt wird und 
zwar als Tangentenkegel irgend einer Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einer betieJiigen Spitze. Hiernach ist mau zu dem Schlüsse 
berechtiget: . 

Der Tangenteilkegel einer Oberfläche zweiter 
Ordnung ist selbst eine Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da in die Hleiehungen des Kegels (12) in Ebencncoordhiaten 
mit gegebener Spitze im Koordinatenanfangspuiikt nur die Ver- 
hältnisse von fi Konstanten in linearer Weise eingeben, so hat 
man den Satz: 

- Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Tangenteue heuen unzweideutig bestimmt, und jede 
5 Ebenen, welche durch ein und denselben Punkt ge- 
hen, lassen sich als 5 Tangentenehe.neii eines- un- 
zweideutig bestimmten Kegels zweiter Ordnung be» 
trachte n. . 

Bezeichnen wir mit .T, T. Z die Koordinaten irgend eines 
Punktes der hi der Spitze des Kegels 12/ auf der Tangeiitenebene 
[V, V, W, B) erriehteldi .Normale, .so, hat mau: , . * .. . 

ü—xx, T — x r, ' tr*= it. • 

■S. “ * « * ' 

Setzt man diese Werthe in (12),, so erhält man: 

(15) ..... v‘. ... . Fix, Y, Z =o. 

die üieichnug eines neuen Kegels zweiter Ordnung, welcher be- 
schrieben 'wind von den in der Spitze des Kegels (12) auf den 
Tangeutenebeneu desselben errichteten Normalen. 
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Ebenso iftsst sich ans* (7) 'nach weinen , dass: ■ '• • * 

fiü, r, ff) == 

frt) . 

,• 1 . i • > - : ^ ^ 0 - < i <■ 

die Gleichungen des Kegels sind in EbenencoardkKUeii. weichet - 
von den durch di« Spitze des Kegels (7) gelegten Ebenen, die 
auf den Kanten dieses Kegpls senkrecht stehen , berührt wird. 

Diese Bemerkungen drücken wir als reciproke Sätze, aus, von 
w eichen in Lebert ragung auf die kiigelobertläch« in der vieileu 
Vorlesung bereits Erwähnung gethau wurden ist; 



Wenn eine Ebene sich 
als Tangente ne bene um 
ei'rien Kegel zweiter Ord- 
nung herumbewegt, so 
beschreibt die in der 
Spitzt des Kegels auf der 
Ebene errichtete Normale 
wieder einen Kegel zwei - 
(er Ordnung. 



Wenn eine gerade Linie 
dnrcli Drehung um einen 
Dünkt -In ihr einen Ke«- 
gel zweiter Ordnung h p - - 
schreiht , so. berührt die 
Ebene, weiche, in dem 
Dreliiiugspniikte auf der 
geraden Linie senkrecht 
steht,, wieder einen Kegel 
zweiter O r d n u n g. 



Um den Taugentenkcgel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung auch durch Punktcuordinaten auszudriu.kcu . steilen wir 
folgende Betrachtungen an : 

Man Weiss , wenn f —<> und qp =— » die Gleichungen zweier 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung sind , dass die Ulei* 
i liung ; 

f + lq> = o 



jede Oberfläche zweiter Ordnung darstelit, welche durch die Sclmitt- 
curve der gegebenen Oberflächen hindurrhgeht. Ist qr das Pro- 
duct zweier linearer Ausdrücke U m U,. so ist die zweite gegebene 
(Hierfläche ein Ebencnpaar U v = u,U,=o. 

Diese Ebenen stellen wir dar als die Polarehenen zweier 
Punkte: (a- 0 , y 0 , i 0 , p t ) , (j-„ y t , *„ /»,) rüoksiclitlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 

1» r=. + V fWv + + p/ k. 

I7J ' ü, = xf'[x x ) + r ^r/*(y l ) + + pfiff)- * 
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Hiernach ist: 

(18) ... • f + A Ü 0 U, = o 

mit dem willkürlichen Fartor 1 der analytische Ausdruck Für' alle 
Oberflächen zweiter Ordnung . welche durch die Srhnittrurven 
der Ebenen l/ 0 fco. ü, ='o und der Oberfläche zweiter Ordnung 
f t=a Irindurrhgehen. 

Uainit die Oberfläche (18) aber vollständig bestimmt werde, 
muss noch ein Punkt in ihr gegeben sein , der im Itaume will- 
kürlich gewählt werden kann. Wählt man den Pol der Ebene 
U 0 =o, so ergiebt sich der diesem Punkte entsprechende Werth 
von 1 aus (fg), wenn man für die Variabeln in jener Gleichung 
die Koordinaten des Punktes setzt. Seftt man aber den so be- 
stimmten Werth von 1 wieder in die Gleichung (18), so erhält 
man die Gleichung: 

(19) . . . '2flx,y, r, p) {■cj’ x,) + yj'(y,) + i #/"(*,) + p 0 f'[pi) } 

— { ■>' +yf'{y») +2/'W + pf'iPo; } 

X {x f'(x ,) + y f'[y t ) + z /•'(*,) + p f'(p, ) } ~ o 

der Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch den Schnitt des 
Ehenenpaares U„ — o, U,=a mit der gegebenen Oberfläche zwei- 
ter Ordnung f — o und zugleich durch den Pol der ersten Ebene 
hiiidurchgeht. Die Bemerkung, dass die Gleichung (19) ungrän- 
dert bleibt, wenn mau die Indiees o und i mit einander ver- 
tauscht , geometrisch gedeutet , giebt den Salz . 

Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen mit 
einer gegebenen Ober fläche - zw eiler Ordnung eine 
andere Pb er fläche zweiter Ordnung hin durch legt, 
welche du rch de n Pol ei ner jene r Ehe neu geht, so geh t 
diese Oberfläche auch durch den Pol der anderen Ebene. 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen und damit auch 
ihre Pole in ein und denselben Punkt, so erhält mau eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung: • . • 

(20) 4 f{x, y, z, p ) . f (x„, y 0 , : 0 , p 0 ) 

— {*/■'(*•) +••?/%>) + */'(* o) + pf{p B Y = o, 
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welche die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung f. — o in der 
durrh die Ebene U„ — o hervorgehrachten Schnittcurve berührt. 
Dass diese Oberfläche zweiter Ordnung aber ein Kegel ist, ersieht 
man daraus, dass die vier partiellen Diflerculialquotienlen. des. lin- 
ken Theiles der Gleichung (201 nach • den Variaheln genommen 
verschwinden, wenn man in ihnen für die Variaheln die t.oordi- 
naten x 9 ,y 0 , z 9 , p 0 des Poles jener Ebene setzt. Dieser l*ol ist 
folglich die Spitze des Kegels zweiter Ordnung. 

Die Gleichung (20) stellt also den Tangentenkegel dar, wel- 
cher von einem beliebigen Punkte (x„, y„, p,) als Spitze an die 

Oberfläche zweiter Ordnung f = o gelegt ist. Seine Basis ist die 
Schnittcurve der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnuug f — « 
und einer beliebigen Ebene U 0 — u. Bezeichnet man daher mit 
dem .Namen Kegelschnitt die Schnittcurve einer Ebene und 
eines Kegels zweiter Ordnung, so hat man den Satz: 

Alle Ebenen schneiden eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung in Kegelschnitten. 

Da sich aber nach der Definition des Kegelschnittes durch 
ihn immer ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen lässt, und 
nach einem vorangegangenen Satze der Kegel zweiter Ordnung 
dnFch 5 Kauten desselben bestimmt ist , so folgt daraus: 

Der Kegelschnitt ist durch 5 Punkte auf ihm 
unzweideutig bestimmt. 

Fällt die Spitze des Tangentenkegels in die gegebene Ober- 
fläche , so verschwindet das erste Glied der Gleichung (20) und 
der übrige Theil der Gleichung stellt die Tangenlenehene der ge- 
gebenen Oberfläche f— o dar. 

Um einen anderen sprcielien Fall des Tangentenkegels her- 
vorzuheben , stellen wir die Gleichung (20) desselben also dar: 

■ 2 f(jc, y, z,p ) (.r 0 /‘V<,! + „) + pJ'iPo)} 

— {xf'(x 0 ) +yf'(y„) + /■'(-„) + pf'(Po) }’=«. 

Fällt die Spitze dieses Taiigenlenkegrls in den Mittelpunkt 
der Oberfläche zweiter Ordnung f =o, so hat inan f (a^,) =. o, 
f'[y 9 ) = o, f'{z 9 ) = o, wodurch die Gleichung sich also vereinfacht: 

(21) fix.y.t.p) - r ~£.p'=o. 
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Dieses ist aber die Gleichung des Asyniptotenkegels. Denn 
es ist der Coefficient des Quadrates der letzten Variabein in der 
■homogenen Gleichung f — o der gegebenen Oberlläehe so be- 
stimmt, dass die Oberfläche ein Kegel wird. 



Fünfzehnte Vorlesung. 

Criterium der Grenzfläche zweiter Ordnung. 
Die Schnittcurve einer Ebene und einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung als Grenzfläche zweiter 
Ordnung aufgefasst. 



Wenn es unter den, durch ihre Gleichungen in Punktcoor- 
dinaten gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung solche gieht, die 
Kegel, welche sich analytisch nicht durch eine Gleichung in 
Ebenencoordinaten darslellen lassen, so muss die Reciprocität un- 
serer Betrachtungsweise nothw endig auf analytische Ausdrücke der 
Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten führen, welche 
sich in Pnuktcoordinaten eben so wenig durch eine Gleichung' 
darste!len lassen. Diese Gattung von Oberflächen zweiter Ordnung 
wird den Gegenstand der gegenwärtigen Vorlesung bilden. 

Wir werden Grenzfläche der zweiten Ordnung dieje- 
nige Oberfläche zweiter Ordnung nenueii , in Rücksicht auf weiche 
die Pole aller Ebenen im Raume auf ein und derselben Ebene 
liegen. 

Es sei: 

(1) F ~ «oo«* + 2« 0 |«e + e,,i? + = ä. 

die Gleichung einer Grenzfläche in Ebenencoordinaten. Bezeich- 
net man mit c„, w u , r 0 die variabeln Coordinalen irgend einer 
Ebene im Raume, und mit u, v, «>, r die Coordinalen einer gege- 
benen Ebene, so ist die Gleichung des Poles der letzteren Ebene: 

(2) u,F\u) -f- v,F'(v) -f- m 0 F'(iv) + r„F'(r) =* o. 
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• Soll dieser l*ul aber für alle Ebenen u 0 , r„, m„, r 0 in ein und 
derselben Ebene liegen, so müssen bestimmte Wertlie von u.v, 
w, r dieser Gleichung genügen unabhängig von den Werthen der- 
Koordinaten i/ 0 , v„, n> 0 , r 0 , das heisst, es müssen diese Wertlie den 
vier Gleichungen genügen: 

(3) . . . F\u) — o, F\v) — o, F\w) = ü, F'(r) = o. 



Diese vier Gleichungen mit den vier Unbekannten u, v, w, r 
sind also die Rcdiugimgcn für die Grenzfläche zweiter Ordnung (1). 

Elirninirt man aus diesen Gleichungen die Unbekannten u, v, 
n>. r, so erhält, man die Uedinguugsgleirhnug zwischen den Goefli- 
cienteu in der Gleichung (|) der Grenzfläche zweiter Ordnung: 



(•») 



I *\> 0 » *\) I » *\l * • *’o 3 
I ^10» I > **l f * 3 

P lQ' * • ***3 

P S0 • **3 1» **3 3 



0. 



Dass ilit* Grenzfläche in Punktcoordinaieii f=o sich nie hl 
durch diese eine Gleichung dafstellen lässt, ist daraus ersichtlich 
dass analog ;j8) der zehnten Vorlesung: 




*0 0 » *\) 1 * ** O * * ^0 3 » 

Ci o* ^ii» p i * * s • y 

rt *o* p t l » p i * • Z 

C 30 » ^3 1 » ^3t* C 3S , }) 

x , y , z , p , 0 



und dass die Function f, welche gleich o gesetzt die Gleichung der 
Grenzfläche in IhuihtcoonUnaten sein \v(mh\ den Factor !, =«c mit 
sich führt. 

Was die Ebene anbelangt, in welcher die Pole aller Ebenen 
des Raumes liegen, so werden die Goordinaleu derselben durch 
die Gleichungen (3) unzweideutig bestimmt. Wir werden diese 
Ebene, die Ebene der Grenzfläche zweiter Ordnung 
nennen. 

Da ilie Pole aller Ebenen des Raumes in ihr liegen, so lie-, 
gen auch die Rerührmigs|>unkte der Taugentenebenen der Grenz- 
fläche in ihr.' Mit anderen Worten, alle Punkte der Grenzfläche 
liegen in der Ebene drr Grenzfläche. 



Digitized by Google 



Gritprium Her Grenzfläche 8.0. Di^Scluhttcurve einer Eliene u. s. w. 141 

lim eine neue Eigenschaft der Grenzfläche zu entdecken, 
dient folgende Betrachtung: Es seien u, v, w, r die Goordinaleu 

der Eliene der Grenzfläche , und u a , r 0 , w 0 , r 0 die Coordinaten 
irgend einer Tangentenehene der Grenzfläche. Alsdann siml 
u + Au u , v -f- Ar e . w -f- A«> 0 , r + Ac 0 die Goordinaten irgend einer 
Ebene, welche durch die gerade Linie geht,, in der sich die erst- 
genannten Ebenen schneiden. Itiese Coordiifaten genügen der 
Gleichung (l): ' 

>'(« + *“o. 0 + Ar 0 , » + Air,, r + Ar,) = o. 

Denn entwickelt inan dieselbe nach Potenzen von A, so verschwin- 
det das erste und letzte Glied, weil die genannten Ebenen Tan- 
geutenebenen der Grenzfläche sind. Es verschwindet aber auch 
das mit der ersten Potenz von A nudtiplicirte Glied: 

7) . . . u 0 F'tu) + v„F' v) + w„F\w) + r 9 F\r) = o 

auf Grund der Gleichungen (3). 

Hiernach ist jede Ebene Taugentenebene der Grenzfläche, 
uelche durch die gerade Linie gehl, in der sich die Ebene 
der Grenzfläche und irgend eine Tangentenebene derselben schnei- 
den. Umgekehrt wird man auch nach .Analogie der correspondi- , 
mtde.n Stelle in der vorhergehenden Vorlesung leicht beweisen 
können, dass, wenn jede Ebene. die, durch die Schnittlinie einer 
festen Ebene und einer beliebigen Tangentenehene einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung gelegt, wieder eine’ Tangentenehene der- 
selben Oberfläche ist , die Oberfläche eine Grenzfläche sein muss. 

Setzt man. in der Gleichung (I) der Grenzfläche r = o, so 
erhält man: 

(ö) F (u, v, w, o) = o, 

ilie Gleichung des Tangentenkegels der Grenzfläche, dessen Spitze 
in dem Conrdinateuanläugspunkt liegt. 

Da dieser Kegel zweiter Ordnung die Grenzfläche ringsum cin- 
hülil, die Grenzfläche seihst aber ihrer ganzen Ausdehnung nach in 
she Ebene der Grenzfläche fällt, so sicht man, dass die Grcnzfläcltr 
von dem Kegelschnitt begrenzt wird, in welchem sich der hezeicli- 
nete Tangeuteukegel und die Ebene der Grcuzfläehc schneiden. 

Diesen, die Grenzfläche begrenzenden, Kegelschnitt kann man 
für die Grenzfläche seihst neluneir, ' wenn es sich mn die Taugeu- 
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tenebenen der Grenzfläche handelt. Denn die Tangentenebenen 
des Kegelschnittes, das sind die Ebenen, welche durch die Tan- 
genten des Kegelschnittes gehen, sind Tangentenebenen der Grenz- 
fläche, und umgekehrt geht jede Tangeutenebene der Grenzfläche 
durch eine Tangente des Kegelschnittes. 

Fassen wir diese Bemerkungen kurz zusammen, so können 
wir sagen: 

Die Grenzfläche zweiter Ordnung fällt ihrer gan- 
zen Ausdelintiug nach in eine Ebene, und wird in die- 
ser Ebene von einem Kegelschnitt begrenzt. 

Drückt man den Tangentenkegel (8) durch Punkteoordina- 
ten aus, was nach der vorhergehenden Vorlesung ausführbar ist, 
weil die Spitze des Kegels im Coordinatenanlängspunkt liegt, so 
stellt sich die Grenzfläche dar als die Curve, in welcher dieser 
Kegel von der Ebene der Grenzfläche ux -|- vy -j- wz rp = o 
geschnitten wird. Die Grenzfläche zweiter Ordnung wird hiernach 
in Punktcoordiuaten durch zwei homogene Gleichungen darge- 
stellt, von denen die eine vom zweiten, die andere vom ersten 
Grade ist. 

Liegt der Gonrdinatrnanläugspunkt zufälliger Weise in der 
Ebene der Grenzfläche (l), so kann mau diese Betrachtungen 
nicht alle anstellen. In diesem Falle transformire man die Glei- 
chung (i) der Grenzfläche mit Hilfe von (8) der dreizehnten Vor- 
lesung auf ein paralleles Goordinatensvstein , dessen Anfangspunkt 
nicht in der Ebene der Grenzfläche liegt, und gehe statt von (I) 
von der transformirten Gleichung der Grenzfläche aus. 

Ein specielier Fall der Grenzfläche zweiter Ordnung ist der, 
wenn die Gleichung (l) in zwei lineare Factoren zerfällt, also die 
Oberfläche zweiter Ordnung ein Punktenpaar darstellt. Demi in 
dieser Voraussetzung genügen die Goordinaten der Ebenen, welche 
durch die beiden Punkte gehen, den Gleichungen (3). Der die 
Grenzfläche begrenzende Kegelschnitt ist dann das von deu bei- 
den Punkten begrenzte Stück der 'durch sie gehenden geraden 
Linie, und die Ebene der Grenzfläche ist jede durch tlie beiden 
Punkte gelegte Ebene. 

Es lässt sich aber auch jede Schnittfläche einer Ebene und 
einer lieliehig gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung als Grenz- 
fläche Ausdrücken . wie die folgende Betrachtung lehren wird. 

\ 
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Wenn F'=o nnd (t — » die Gleichungen von irgend zwei 
gegebenen Oberflächen zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten 
sind, so weiss man, dass die Gleichung: 

F + k <P = o 

jede Oberfläche zweiter Ordnung darstellt, welche von sämmtli- 
eken, den beiden gegebenen Oberflächen gemeinsamen, Tangen- 
tenebenen berührt wird. Zerfällt in das Product zweier li- 
nearer Ausdrücke V a , V,, so stellt die zweite gegebene Oberfläche 
ein Punktenpaar dar V„ ~ o, V, — o. 

Diese Punkte fassen wir auf als die Pole zweier gegebenen 
Ebenen («„, r 0 , w 0 , rj), (o,, v„ w„ r,) rücksichtlich der ersten gege- 
benen Oberfläche, indem wir setzen: 

^ V 0 = uF'(uJ + vF\v 0 ) + w F'(w 0 ) + rF\r 0 ), 

V, = u F’(u,) + v F'(v,) + wF'(w,) -f r F (r 
Alsdann hat man die allgemeinste Gleichung: 

(I0> F + XV e V, — o 

der Oberflächen zweiter Ordnung, welche sämmlliche Tangen- 
tenebenen der gegebenen Oberfläche berühren, die durch den 
einen oder den anderen oder durch beide gegebene Punkte ge- 
hen. Es ist dieses also eine Oberfläche zweiter Ordnung, die 
jeden der beiden von den gegebenen Punkten au die Oberfläche 
F==o gelegten Tangentenkogel ringsum berührt. 

Biese Oberfläche (10) wird vollständig bestimmt sein , wenn 
der Factor 1 einen bestimmten Wertlf erhält. Bestimmt man 
daher diesen Factor 1 so, dass die Oberfläche die Polarebene 
des Punktes F 0 = o berührt, indem man in der Gleichung (io) 
für die Variabein setzt )/ 0 , e,„ m a , r 0 , und setzt »len Werth von 1 
in (lO) ein, so erhält man ilie Gleichung: 

(M) • • • 2 F(h, r, m, r) { !»o F'[u , ) -)- c„ F'(v\)+ n\, F'(v > , ) + r„F'ir,)} 

— {«/’'(«,) + vF’iVo) +*v F'{w„)+ rF'irj} 

X {« F'[u,) + vF'[ü,) + wF(w 0 ) + rF'(r,)} = o 

der ganz bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung , welche die 
beiden Tangenienkegel der Oberfläche F — o ringsum berührt, 
und welche zugleich von der Polarehehe des Punktes V 0 = o 
berülirt wird. 
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I)ei Umstand, dass die Gleichung (ll) ungeäiidert Weiht, 
wenn mau die Imlires o lind I mit einander vertauscht , ge«- 
metrisdi gedeutet , giebf den zu dem drittletzten Salze der vor- 
hergeliendeii Vorlesung reciprnken Salz: 

Jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche zwei 
Tan ge nlenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung ringsum berührt, wird von de-n-Pnlarebeneu 
der* Spitzen beider Regel berührt, wenn eine vou 
diesen Polarebenen die Oberfläche berührt. 

Fallen die beiden Punkte V„ = o und F,=>o,iu eineu zu- 
sammen, so erhält man aus (ll) die Gleichung: 

(12) 4 F (m, r, «>, r) . F[u 0 , v 0 ,iv 0 . r„) 

— { uF'(u 0 ) -f vF\v „) -f rv F\w„) + rF'(rj}' — n 

einer Oberfläche zweiter Ordnung, von welcher inan wciss, dass 
sie die Polarebene des Punktes V a -= o berührt, dass sie ferner 
den aus diesem Punkte an die. Oberfläche F= n gelegten Tiin- 
gentehkegel ringsum berührt : aber dieses reicht nicht' aus , die 
Oberfläche (|2) vollständig zu deflniren. Sie wird erst dadurch 
besliininl , dass man nachweiset , dass sie üherdic’s eine Grenz ■ 
fläche zweiter Ordnung ist , und dass die Ebene derselben die 
Polarebene des Punktes V„ = o ist. Dieser Nachweis wird 
darin gefunden , dass man sieht , wüe die partiellen Dillerential- 
i|uotienten des linken Thciles der Gleichung (12) nach den Va- 
riabein genommen für dir Werthe « 0 , v„, m„, r 0 dieser Variahein 
verschwinden. Denn dieses ist nach (3) das Kriterium der Grenz- 
fläche. 

Hiernach ist die. Polarebene des Punktes F„ =. o rücksicht- 
lirh der gegebenen Oberfläche F = o die Ebene der Grenz- 
fläche (|2), welche begrenzt wird durch den TangeulenkegeJ, 
der von dem Punkte V„ = o als Spitze au die Oberfläche 
F — o gelegt, ist , oder welche begrenzt ist durch den Kegel- 
schnitt , in dem die Polarebene des Punktes r„ = o die 
Oberfläche F—o schneidet. 

Nimmt mau diesen die Grenzfläche (12) begrenzenden Kegel- 
schnitt für die Grenzfläche selbst, indem uiäti nur die Taugenteu- 
ebenen des Kegelsebnitles ins Auge fasst, so kann man auch sagen, 
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dass die Gleichung '12) den Kegelschnitt darstelle, in welchem 
die Polarehene des Punktes V u = o die Oberfläche F — u 
schneidet. 



Sechszehnte Vorlesung. 

Kegel zweiter Ordnung , welche durch die - 
Schnittcurve zweier Oberflächen zweiter Ord- 
• nung hindurchgehen. 



Btircli die Schuitlcnrve zweier durch ihre Gleichungen in 
homogenen Punktroordinaten : 

t — «o o«* + 2«„, xy + «, , 1 / + . . . . o, 

fl> . . . , 

<P - ~ Ko + 2 6„ , xy + b n y* + . . . ;= o 

gegebenen Oberllächeu zweiter. Ordnung lassen sirh nnendlicli 
viele Oherllächen zweiter Ordnung hindurclilegen, welche alle 
durch die eine Gleichung uiit dein willkürlichen Factor 1 ausge- 
diürki werden: 

- i. . r 

( 3 ) .......... . . ^+ 4 =-«. 

Ha die Goefflcienien in dieser Gleichung nach Vorlesung 14 
nur eilte ßedingungsgleichnng zn erfüllen haben, wenn die- Ober- 
fläche (2) ein Kegel sein soll, so wird der willkürliche Factor i. 
sich immer so bestimmen lassen, dass der Bedingungsgieichung 
genügt wird, Es wird also immer ein Kegel zweiter Ordmiug 
durch die Schniltcurve zweier Oberflächen zweiter Ordnung ge- 
legt werden' können. Dieses trifft auch zu, wenn die zweite ge- 
gebene Oberfläche tp = n ein Ebenenjiaar ist, iir welchem Falle 
die Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen in zwei ebene 
Kurven der Oberfläche f — o zerfällt. Mau wird darin einen neuen 
Beweis des Satzes erblicken, dass eine Oberflärlie zweiter Ord- 
nung durch jede Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten wird, 
Um die Anzahl der Kegel zweiter Ordnung zn ermitteln, 
welche durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen ( 1 ) tnn- 
durehgehen, muss man die erwähnte Bedingungsgleirhung seihst 
aufstellen. Z 11 diesem Zwecke nehmen wir an, x^y.z.y seien die 

H eitle, Analyi. Geomelr. J[() 
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(Koordinaten der Spitze des Kegels (2). Alsdann bat man nach 
(2' der vierzehnten Vorlesung ; _ 

f\x) + 1 go’(jr) = o, 

f\y) + i<p'(y = o. 

1 f{:) + o. 

f'.p) + 1 <p\p) - »• 



woraus mau durch 


* Elimination 


der (Koordinaten 


<li<* 


gesuchte Be- 


dinguiigsgleirlmng 


erhält : 










1 


Qo o *4” ^ K o » 


a n] 4“ !»•••• 


«US 


+ 


^ *0 3 


I! 


«m +16 io> 


"i i + 16| 


«■( 


+ 


A6 'V = o. 


">ci + 16, 0 . 


ii, , + 16, , , ... . . 


«»( 


+ 






"(0 + 16(0 1 


+ 16,,. .... . 


'hi 


+ 


| 



Ks ist dieses eine in 1 biquadratisrhe Gleichung, und jeder 
Wurzel derselben entspricht ein Kegel. Häher hat man den Satz: 

Durch die Schnitlcurve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung lassen sich Vier Kegel zweiter Ordnung 
hindurchlegen. 

Bezeichnet man mit 1 0 . 1,, 1,. 1, die vier Wurzeln der Glei- 
chung (♦), mH 0,1,2. 3 die Spitzen der vier Kegel, und durch 
Beifügung der hldiccs 0,1, 2.3 an die Variahein respective die 
Goordiuateu der vier Kcgclspilzeu, so erhält man aus (3' die vier 
Systeme Gleichungen: 

/■'(*«) + — «. f'(- r i) + " " 

/(y.) + W(y„) = o, f[y J + i,9>'(y •) = ». • • 

‘ ' /"(-.) + /“(*.) + i. *>'(*.) = «. 

f\pj + Kv(p»)=o, f'ifii ) -+ WiA'.) = »>•••.• 

aus- welchen sich, wenn mau die Wurzeln 1 der hiquadratisrhen 
Gleichung J = o aLs bekannt vorausselzt, die (Koordinaten der 
vier Kegelspitzeu durch Antlösnng von linearen Gleichungen er- 
gehen. 

Ilm aus diesen Gleichungen andere zur geometrischen Inter- 
pretation geeignete Gleichungen abzuleiten, rnultipliciren wir das 
erste System' Gleichungen respective mit .r,, y„ z,,p, und compo- 
niren durch Addition derselben eitje neue Gleirhung. Ebenso 
midtipliciren wir das zweite System Gleiehmigeu rnspective mit 
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ir u- '/ii. ^ Po •>nd addiren. Die auf diese Weise erhaltene Gleichung 
ziehen wir von der ersteren ab tind erhalten: 

(K — *.) {•»-. <r\xo) + y,<p'tj / „} -F i.qp'W + p,<p'(pa)} — p. 

Pa nun der erste Factor nicht verschwinden kann, well A„ 
und 1, verschiedene Wurzeln der biquadratiselre.n Gleichung J s= o 
sind, so verschwindet der zweite Factor, und man hat: 

+ !/> + S| <p'(z„) + Pt <P(.Po) — "• 

Mit Berücksichtigung dieser Gleichung geht die vorher aus 
dem erstem System (5) eompouirte Gleiciutng über -in: 

■Vlfi-Xa) + > + *!/•>..) + pj'(Po) — O. 

Da man aber in gleicher Weise mit je zwei Systemen Glei- 
chungen (ä) verfahren kann, so erhält man allgemein, wenn man 
mit m und n irgend zwei verschiedene Zahlen 0, 1,2, 3 bezeichnet: 

•f-v’W + y m v y n ) + *„<?'(*.) + Pm<pXpJ -- «, 

*•- /'(*«) + + W’(*J + p*>f Xpj =7 o, 

woraus endlich folgt: 

•*» {/’(*.)+ } + y,„ [/'{yJ + WwJ }, + {/"('.) + Vi *,,).} 

+ />,* {/'(/>.) + J = o. 

Diese Gleichung beweiset den Salz: 

Durch die Schniltcurve zweier Oberflächen 
zweiter Ordnung fassen sieh vier Kegel zwe.iler Ord- 
nung hindurchlegen. Die Spitzen je zweier von ih- 
nen sind harmonische Pole jeder Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche durch die Schniltcurve der beidfu 
Oherfl äcbeu hindürr ligeht. 

Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, «lass die vier Wur- 
zeln der hiqnadratisrheH Gleichung (4) ä = o verschieden seien. 
Sind zwei derselben gleich, so bedarf es einer besonderen Un- 
tersnehung dieses Falles , in welchem sich die beiden Oberflächen 
f — u und <js = o in einem Dünkte berfihren. Kin zweiter Fall, 
der zu brachten ist, -ist der, wenn die hiqnadratisehe Gleichung 
zwei Paare gleicher Wurzeln hat, ein dritter Fall, wenn jeue 
Gleichung drei gleiche Wurzeln hat. Wir gehen jedoch auf die 
Untersuchung dieser speeiellen FäHe nicht weiter eiu. 

10 * 
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Vier Punkte im Raume, von denen jeder der harmonische 
Pol ist des andern in Rücksicht auf eine gegebene (Hierfläche 
zweiter Ordnung nennt man ein System harmonischer Pole 
der Oberfläche, Solcher Systeme harmonischer Pole einer gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung lassen sich eine unendliche 
Zahl bestimmen. Wenn construirt man Zn einem gegebenen Pol 
0 einer Oberfläche zweiter Ordnung die Polarebene und nimmt 
auf dieser einen zweiten Punkt 1, auf der Schnittlinie der Polar- 
ehene von 0 und von l einen drillen Punkt 2 und bestimmt endlich 
auf der genannten Schnittlinie zum Punkte 2 den ilun zugcordneteii 
Pol 3, so bilden die genannten vier Punkte ein System harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberfläche. Ein System harmonischer 
Piyle einer Oberfläche zweiter Ordnung hat die charakteristische 
Eigenschaft, dass jede Ebene, welche durch drei von ihnen hin» 
ifurchgehl, die Polarehene des vierten ist. 

Was die vier Ebenen auhelangt. welche durch je drei aus 
einem System harmonischer Pole einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung gelegt werden können, so haben sie die Kigeu- 
srliafl , dass jede derselben harmonische Polarebene der andern ist. 

Vier Ebenen, von welchen je zwei harmonische Polarobenen 
einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sind, bilden ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen iler gegebenen Oberfläche. 

Auf Grund dieser Delinitionen und der bekannten Eigen- 
schaften von Pol und Polarehene hat man die Sätze: 

Die vier Ebenen, welche durch je drei aus einem 
Sfy stem harmonischer Pole gelegt werden können, 
bilden ein System harmonischer Polarebenen, 

Oie vier Punkte, in weichen sich je drei Ebenen 
aus einem System harmonischer Polarebenen •sehnei- 
den, bilden ein System harmonischer Pole, 
auf welche Sätze gestützt wir den vorhergehenden auch so aus- 
drficken können: 

Die Spitzen der vicj- Kegel zweiter Ordnung, 
w elche sich durch die Schnitte urve zweier Oberflä- 
chen zweiter Ordnung hiit^liirchlegeu lassen, bilden 
ejn System harmonischer Pole für jede. Oberfläche 
zweiter Ordnung, welche durch die.Sc-b nit tcu r \ e ge- 
legt werden kann, und zajgleich d e Eckeu meines Te- 
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traede.cs, dessen Seitenflächen ein System hannoui- 
aehcr J’olar ebenen eben derselben Oberfläche sind. 

Wir haben in dem Voriiergelienthn, von den 10 Gleichun- 
gen (5) ausgehend, durch eine geschickte Art der Elimination der 
vier f< rosse n 2.,,. . , . A, die 12 Gleichungen (6), die wir geometrisch 
deutete konnten, abgeleitet. Man kann aber auch umgekehrt, von 
den 12 Gleichungen ((>) ausgehend, durch Einführung von vier 
neuen Grössen A„ , 1, , /, , A 3 die 10 Gleichungen (5) ahleiten. Um 
zu dem ersten von diesen Systemen zu gelangen , setzen .wir iu 
(6) n = u und für m nach einander die Zahlen 1, 2, wu- 
dnreh wir erhalten: . .. 

*i9>>o) + yi<p'fy„) + i,qp'(r») + Pt<p'{Po) — 

».fW + !/t<P(i/ o) + 'tv'i'o) + Ptf'iPo' = 0. 

v, ' 4 ’ t -»■ ' f V • ' ** 

. , fs'U •>'«),/*- A/|9> J<o) + GVUoi + Pi<p 4fi>). = P- .. . , 

*,rw + y>r'%) + i,rw + pyf'tä = •.* 

•r,f\-Xo) + + f/W + Ptf (j>u) o, 

?*f (fo) + ytf'uoi + G £'{*«}. + Pif'iPai =• o. 

Betrachtet man in dem ersten*' Systeme von drei Gleirlmh- 
gen die Grössen rp' x„);<p'(y 0 ); (?{:„). <p'{p„) als die Unbekannten, 
in dein zweiten Systeme die Grössen fiPo) 

die Unbekannten, So sieht man. dass die beiden , die Verhältnisse 
deV Unbekannten bestimmenden, Systeme Gleichungen sieh nur 
durch die Ausdrucksweise der Unbekannten von einander unter- 
scheiden. Das erste System Gleichungen muss daher durch Auf- 
lösung dasselbe Verhältniss der Unbekannten ergeben als das 
zweite. Das will sagen, dass sirh ein Factor A 0 linden lassen must» 
iler Gestalt, dass: 

f'(x 9 ) -f A„9>'(.e„) = o, /%„) + A„9>’(!/«) -- « , 

(ta nun die Gleichungen f6) die Bedingungen ausdrücken Dir 
ejn System harmoniseher Pole der Oberfläche f — <> und zugleich 
der. Oberfläche qp -- o, so erkennt mau in der Zurückfi'ilirMiig der 
Gleichungen (6) auf (5) den Beweis des Satzes: 

Wenn vier Punkte im H-auma ein System haruin- 
nischcr Po-le bilden für eine Obe-r Fläche zweiter Ord- 
nung und für nue.h eine Oherfläehe derselben Örd.- 
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ming, So sind die vier Punkte die Spitzen der vier 
Kegel zweiter Ordnung, welche sich dnrrli die 
Srhuittcurve der beiden Oberflächen hiudurchiegen 
lassen. 

Es giphl nur ein System harmonischer Pole für zwei ge- 
gebene Oberflächen zweiter Ordnung, weil durch die Srhnitt- 
enrve der beiden Oberflächen mir vier Kegel zweiter Ordnung 
gehen. Es gieht daher nur ein System harmonischer Pnlarehe- 
rien für zwei gegebene Oberflächen zweiter Ordnung, gebildet aus 
den Seitenflächen des Poltetraeders, dessen Ecken das den bei- 
den Oberflächen gemeinschaftliche System harmonischer ' Pole 
bilden. 

Hiernach isl das Problem der Spitzen der vier Kegel zweiter 
Ordnung, welche durch die Schaittcnrve zweier Oberflächen zwei- 
ter Ordnung hindureligeiien , äquivalent mit dem Problem des 
heulen Oberflächen gemeinsamen Systcmes harmonischer Pole. 
Wir können daher in dem Folgenden das letztere für das nr-, 
sprüngiiehr nchmeu. 

Ans den zur Lösung eines Problems anfgestellten Gleichun- 
gen- soll man immer den möglichst grössten Nutzen ziehen, wenn 
gleich die Folgerungen aus den Glejeliuiigeu nichts mehr zur Lö- 
sung des Problems beitragen. Denn in der Regel sind die durch 
solche Neheubeti’achlungen gewonnenen Resultate für sich , aus 
dem Zusammenhänge mit dem Hauptproblem gebracht, viel schwe- 
rer nachzuweiseu. 

Wir kehren deslialh zu dem System Gleichungen (3) zurück, 
weiches, unter der Voraussetzung, dass A oinc Wurzel der Liicpta- 
dratischen Gleichung J — n, die Coordinalea der Spitze des durch 
die Schnittciirve der Oberflächen f — t> und cp — o gelegten Ke- 
gels zweiter Ordnung bestimmt. 

Elimiiiirl man aus je zwei Gleichungen dieses Svstemes (3) 
die G rosse so erhält mau die Gleichungen von 6 Oberflächen 
zweiter Ordnung: 

/■'(«•) <p(y) — /■'(y)cp'(x) = o, f{x)<p'(z) — f'(z)tp'(x) — o,. 

welche sämmllich durch die \ier Spitzem der durrh die SchiMtt- 
rurve der beiden Oberflächen f = o und tp — o gelegten Kegel 
zweiter Ordnung hindurehgelien. Es ist daher: 
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(IV x — Ai [/■’(«) <p\y) — f\yW-(x)] 

+ Poi[f '( x ) <*>'(*) — /''(*)»'(*)] + P»,[f"{x)<p'(j>) ~ f[p)<p\x ) J 

+ Pt*[f'( z )v'(p) — /'(*»)?>'(*)] + p,,[n.y)f>\p) — f\p) <p'(y)} 

+ P, t[f w <p'{z) — fi*)vw ) j -o 

die Gleichung eine» Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die vier Kegelspitzen geht. Es ist dieses aber auch zugleich die 
allgemeinste Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die vier Kegelspitzen gehen, weil sie die Verhältnisse von 
6 willkürlichen OinsUfttrn p % j- mit sich führt. Kenn diese Con- 
stanteu lassen sich noch so hestinmien , dass die Oberfläche (7) 
überdies durch 5 ■gegebene Punkte liindurchgehl , wodnreh die 
Oberfläche erst vollständig bestimmt ist. ■ '• 

Wenn mau die Gleiclunig 7) entwickelt, so nimmt sie die 
Gestalt an : 

(8) X — '»„i* + 2r„ , xy + ■<’, + .• - o. 

Hie Goeflirieirien c Bl in dieser Gleiclmug genügen vier li- 
nearen lledingungsgleirlmugeii , weil die Oberfläche % — ” durrh 
vier bestimmte ('unkte, die vier Kegelspitzen, hindnrebgeht. Von 
diesen vier Bedingungsgleichtiugen werden wir rorfänflg nur eine 
entwickeln. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die fteiationeu ( 9 ) der 
zehnten Vorlesung zwischen den Goordinaten eines beliebigen 
Punktes der Oberfläche zweiter Ordnung f =u uud den Goorrii- 
naten der Tangentenebene in diesem Punkte: 

±f(x) = u, \f(y)~v, 4 /"(z) >v, If'(p) = r. 

Diese Kelatiojien sind in grösserer Ausführlichkeit unter Be- 
rücksichtigHiig von (I): 

«oo-»' + «Oll/ + «»«* + «os/c = 11 , ■ 

« 10 * + “l ,P + «I » 1 +«!./'— C . 

a ia x + n,,y + n tt z + u„ p — n - , 

«10* + «jt y + «»»* + «3 iP = r. 

Die Auflösung dieses Systeme» Gleichungen gieht nach (12) 
dci' zehnten Vorlesung Gleichungen von der Form: 

s F>) _= x, 4 >’»=*= /’V) -= *.• 4 F V) — P- 
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w eiche durch Multipliratiou befrei I von dein gemeinsamen Nenner 
A sieb also gestalten: 



^oo “ + + J,,w 4- A 3n r = Ax, 

A m u 4* A, , p -f- A t | w 4- A a | r = Ay , 

t u + -^it# 4- 4" A st r = Az, 

4" -^u* 1 4- •■fta'»’ 4- ‘fn' 1 -■= Ay, 

% • , • • , „ 
indem A xl = A k% , weil a xl *= « lx , und 0 oder A.F z=o 

die fdeichung der ÜberlläeJie zweiter Ordnung in Ebeueiicoordi- 
naten ist.. 

Zwischen den Goefficienten des ej-sten Systeme» liuear.ee Glei, 
rbungen und den Coeflirienten ihrer Auflösungen hat man be- 
kanntlich die Relationen: 



A ~ "yo'*™ + °*i^ki 4 - «* 2 ^ x 2 4 - 

0 = °*o4lo 4- “ xl ^i,4- n X7 A l2 + a K3 J l3 . 



" * r drucken diese Relationen zweckmässig in Worten also aus 
..Wenn man in der Entwickelung der Jfi Ausdrücke: 



W(*), 


iyA*). 


2 • r / r '.y) . 




w«. 


kyf'w. 


■ k*f'{p). 


{yf'Cp). 


..für dip Producte: 


xx, xy , 


„respective setzt: 


• 




o o » *^n | . 


.so gehen dieselben 


(»her in: 



A , o, 
o, A , 
o , n, 
O. o , 

Daraus folgt-, dass das erst 



4 ~/V) . h pf'W • ■ 
hpfiu).. . 
**/■'(*). */>/'(*). 

4 i /■'(/»). iPf (P). 

yy 



o, o, 

o , 0. 

^ » 0, 
o , • 

mit. midtifdicirte Glied : 



f ( a ')<r'(y) — f\y)v'{*) 
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m der Gleichung (7) durch die gleiche Veränderung versrhwin- 
del. Denn dieses mit dem Factor ‘ mulliplirirte Glied lässt sich 
ja so darslellrn: 

■ ••• \,{xf'(x) 4 b lt yr(x) -f b tl 4*/"(ar) + b 3l }. P f\x) • 

- b oo k x ('iy) — ft n, * yf\y) — KA*f(y) — ^ £/»/'(>)• 

Aber es verschwindet durch diese Veränderung nicht Idos 
das erste Glied der Gleichung (7), sondern auch jedes der übri- 
gen 5 Glieder. Es verschwindet daher auch die ganze Function 
X durfli ilie genannte Veränderung. Nimmt man uun statt der 
Function % aus (?) ihre Entwickelung (H), so rrgieht sich daraus 
die eine von den linearen Bcdingiingsglcichungrii zwischen den 
Goefliricnten c xi : 

(9) fon^ou + 2<! oi ^oi + e n + • • = 

weicher alle Oherfläclien zweiter Ordnung % = o zu genügen ha- 
ben , welche durch das den beiden Oberllächen zweiter Ordnung 
f ~ o und <p — o gemeinschaftliche System liarmonisciier Dole 
hiadurebgeben. . •„ ■ 

Bemerkt man aber, dass in die Gleichung (9), da die Gros- 
sen Axl Fuurtioneu sind allein von den Coefficienleii a % x, die 
Goenirienten b%i gar nicht eingehen, so siehl man, dass jede be- 
liebige der Oberllächen zweiter Ordnung <p — u auf die Brdin- 
giiugsgleirhiing ;9l keinen Einlluss ansfibl. Die vier Punkte, durch 
»eiche die Uberilächir z — 0 lundurchgebt. bilden daher mir ein 
System harmonischer Dole der Oberfläche f = o» Diese Benier- 
kmig drücken wir als Satz aus wie folgt : 

Wenn; 

c 01) ;r* + 2 e„ , x y + („y* + . ,. = e 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist 
in homogenen Diinktcoordinaten und: 

4 0u «* + 2 .4 „ , fi v 4- A y , v* 4 . . . =4 o 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
irtmg in Imme getien E be neu roordi na te n . so ist: 

. '’oo-^on 4 2c„,^ , 4 C*lAj 4 • • • . = 0 

die B ediug ungsg leie h ii ug, dass »die erste Oberfläche 
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dnrcij irgend eiu. System- kariHonischeir Pole der zwei- 
ten Oberfläche himlur-chgehe. 

Da wir in Hem Folgendem von diesem Salze vielfältige An* 
Wendungen zu machen haben werden, so fassen wir denselben 
als eine Hegel auf. der wir folgenden Ausdruck geben: 

W e n n : 

«W*’ + 2e 0 i tfy + e, i y* + . . o 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Piiuktcoordinatcn ist, und: • 

Ao«' + 2./ 0l «e + A { ,t>* + — o 

die Gleichung einer zweiten Oberfläche zweiter Ord- 
nung in Ebencneoordinaten, so erhält mau die Beilin- 
guugsgleichiing, dass die erste Oberfläche durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole der zweiten Ober- 
fläche huidHrchgehe, entweder-, wenn man in der 
Punktcoordinatengleiciinng für die P r odm - - te der Va- 
ria b e 1 n : , 

j;d-, .ry , yy ... . 

rfesperlive die Goefficienlen aus Her Ebeneneoordk- 
natengleir liung setzt: 

Aoi 'Ai, » » • • • 

oder, wenn man in der EbeneucoordiiiatrmglHichuHg 
für die Product« der Variabel!!: * 

uti , uv, vv 

respective die Coefficienten aus der Puuklcourdina- 
le u g feie hu u g setzt: 

G>ii * *Vi • C| | , . . . . 

her genannte Satz giebt die geometrische Bedeutung einer 
allgemeinen linearen Bediiigimgsgleieliiing zwischen den Goefli- 
cienten in der durch ihre Gleichung in Piinktcoordinalen gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung z ^ e. Durch ihn wird die 
analoge Frage für die Oberiläcben zweiter Ordnung beantwortet, 
welche wir im Anfänge der fünften Voricsiiug für die Ebenen 
aufgeworfen und beantwortet haben. Die Bedinguiigsgieiehung. 
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«lass eine Oberfläche zweiter Ordnung durch einen gegebenen 
Punkl gebe, ist zwar auch eine lineare Hedingungsgleichuiig zwi- 
schen den fioefllcienlcH io der Gleiclmng der Oberfläche, aber 
diese Bediugiingsglcirlnmg hat einen ganz speciellen Charakter. 
Denn sie enthält nicht 10 Konstanten, sondern mir tlic 4 Koor- 
dinaten des gegebenen Dunkles als Konstanten. 

Sind zwei Oberflächen zweiter Ordnung durch ihre PunM- 
ronrdinatengleirliungen %— « mul f == o gegeben , lind mau ver- 
langt di,e Dedingungsgleiehnng zwischen den Coeflicienten in die- 
sen Gleichungen , welche erfüllt werden muss, wenn die erste 
Oberfläche y — 0 durch irgend ein System harmonischer Pole 
der anderen Oberfläche f — <> hindnrehgehen soll , so hat man 
tfie Oberfläche f — ö durch Kbcnencoordinaten auszudrücken. 
Dieser Ausdruck ist nach (|6) der zehnten Vorlesung, in der Vor- 
aussetzung," dass f—o die erste Krieichung (I) ist, folgender; 

«oo- «o(. «Of. «oa. “ 

■ 

j «II. «I». «I.. » 

a *tl ’ B « I • a » » • a l » ’ w 

I 

j 0 ’ °IO a 8l> °H> r 

u, j>, w, r, u 

ln dieser durch Ebenencoerdinateu ausgedrückteii Kleichurtg 
der Oberfläche f — o hat man für; 

uu, uv, vv, .... 

respective zu setzen die Coefllcienten ans der Gleichung i = o: 

e oo’ e o I ’ I 

uni die gesuchte Bcdingungsgleichung (9) zu erhalten. 

Wir halten diese an sich einfachen Operationen zur Bildung 
der Gleichung (9) deshalb so wettläuil ig auseinander gesetzt, weil 
dieselben sich in dem Folgenden mehrmals wiederholen werden 
in elwas cempKcirteren Ausdrücken/ 

Von den vier linearen Bcdinguiigsglcirlningeu zwischen den 
Kneflivienten in der Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
X~ o, welche diese. Koeflirienlen zu erfüllen haben, wenn die 
Oberfläche durch das den beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
f — o und rp — u gemeinsame Sysluui hannouisciier Polt* gehen 
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soll, haben wir bisher nur eine, die Gleichung (9), hervorge 1 - 
hohen. Wir worden jetzt olle vier HediiigungsgleirhuHgen auf? 
stellen. ' - 

/ u diesem Zwecke bemerken wir, dass die Gleichung: •* 

(in) : y.f + A«p = d 

mit ganz willkürlich gewählten Wertlien von x und A eine Ober- 
fläche zweiter Ordnung darstellt, lur welche das den beiden Ober- 
flächen f r- n und <f = o gemeinsame System harmonischer Pole 
ebenfalls ein System harmonischer l’ole ist. Hie Oberfläche (8) 
£ = 0, welche durch das den genannlen beiden Oberflächen 
f—o und 9> = o genieinsaine System harmonischer Pole gellt, 
gehl also auch durch ein System harmonischer l’ole der. Obere 
fläche (jo). Hie Bedingung, dass das Letztere zutrefle, erhalten 
wir nach der vorhin angegebenen Hegel auf folgende Art. Wir 
drücken die Oberfläche ( Ib) in Kbenencoordinatcn aus wie folgt: 





x «oo + Xb »o 


, * «„ | + A6 0|( . . 


• " X ««3 + Xb , 




X «H) + kb ,0- 


■ *«n + Z i . . • 


■ ■ xa, 3 + kb 


(11)... 


* a to + Xb to 


, x a , , + X b , , , . . 


■ . xd t3 -f- Ai, 




xa ,o + Xb ,o 


- *öii + 16j|, . . 


. • *«jj + Ai ; 




u , 


v , 


. . r, 


Wir entwickeln 


den linken Yiu'il 


dieser Gleichui 


Hach«« 


(10) in Ebeiienroordinaten nach 


Potenzen um 


der Variabein u. v, ir 


, r, indem wir setzen: 




x «on + Xb u « 


• x «„, + xb «, • • • 


• • X «03 + Xb , 




x « ln + Xb ,«> 


, za, , + i-b , , , . . 


. . *«,, + Ai, 


(12)-.. 


xa tn + Ai,„ 


, x o, , + A i, i , . . 


. . an,, -f- Ai 




xn 30+ Xb ,o 


» * n l 1 “K ^ ^5 i * • • 


. . x«j,3 -f Ai, 






V , 


. . r. 



0» • 

1». e 

»3. » 

r 
o 



1 1 1 



* = C„ « 1 * -f- 2 C tl u v + C\ , r* + 

Selzen wir hierauf diese Entwickelung gleich 0, indem wir 
nach der angegebenen Hegel die. Potenzen mul Product«’ «h>r Va- 
riaheln uv, v* . . . respective verändern in e 00 , r ol , e,, .... so 
erhalten wirr ' , . - 

(<*) r ^ m + I C Cl + • • • • • • = 0 • 
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die Bedingung, dass die Oberfläche (81 x ~ n durch ein System 
harmonischer Pole gehe der Oberfläche t0;. 

In dem weitern \ erlauf unserer liegunnenen Untersuehuog 
werden wir vielfältig auf Gleichungen von der Form (13) geführt 
werden. Wir wählen daher, weil <>„„=>.„ und C m . = C’, m ist. 
die folgende kürzere llarstellungsweise dieser Gleichung: 

( 1<5 •, £r mK CT lm =zo. 

- Die Gleichung (ll) ist eine homogene in Rücksieht auf a 
und A. und vom dritten Grade, ln der Entwickelung (|2) wird 
daher -auch jeder Goeflieienl C nn homogen vom dritten Grade sein 
vom der Form: 



(15) . . . c'„„ = * 5 cT. + xUC + xf'C + A*'C- 

Deukt man sieh diese Ausdrücke in die Gleichung (14) ge- 
setzt, und beachtet, dass diese Gleichung für alle Werthe von 
x und A erfüllt werden muss, so zerspaltet sich dieselbe in fol- 
gende vier Gleichungen: 



(16) 






.,000 

G» » = O , 



X- .,«01 

2. e m o , 



c„ „ C m , — o . , C m „ s= o , 



Dieses sind die vier gesuchten linearen Bedingungsgleichun- 
geit zwischen den CoeWiriertten in der GleielHing der Oberfläche 
X = o, welche erfüllt werden müssen, wenn die* Wlierfläfhe durch 
das den beiden Oberflächen f — o und <f = o gemeinsame Sy- 
stem harmonischer Pole gehen soll. 

Ein diesem System von vier Gleirlmngen äquivalentes System 
linearer Gleichungen würde mau erhalten-, wenn man die Bedin- 
gungen aurstellle, dass die Oberfläche (8i x T ~ iJ durch jede ein- 
zelne Spitze der vier Kegel gehe, welche sich durch die Sehnitt- 
enrve der beiden Oberfläche« /" = « und <p = n legen lassen. 
Aber die Coordinateu dieser vier Kegelspilzeu. die iu die Bedin- 
gHUgsgleiehungeii eingehen, involvirep noch, wie inan gesehen 
hat, die Wurzeln der hiipiadrafischcn Gleichung zl = o. deren 
KeuutnLss zur Aufstellung der Gleichungen (|6) nicht nolhweu- 
d»g «st. 

Wir werden jetzt die vier BediHgungsgleirhongeii aufstellen, 
welche die Gueffiricnlcn in. der Gleichung dor OherJläidie 8) % = u 
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zu erfüllen halten . wenn dieselbe durch das der ersten Oberfläche 
(l) /■=» und einer dritten Oberfläche zweiter Ordnung = n: 

(17) — «tut«’ + 9«oi + <hi V* + = o 

geineinsame System harmonischer Pole gehen soU. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die analoge Gleichung (lt), tn- 
dem wir in jener Gleichung für die Buchstalien b und A die Burli- 
stahen c und p setzen, und entwickeln den linken Thcil der so 
gebildeten Gleichung nach Potenzen und Producten der Variabeht 
u. v, w, r wie folgt: 





+ 


P^OO 


, xa„, + gc 0 


xa„. 


+ 


ftc„„ 


u 


xn .o 


+ 


P c . u 


, xa n + ftc,,. 


X«, j 


+ 


PC IS . 


v 


x «,„ 


+ 


P c «o 


• x « f , + pc, 


xn„ 


+ 


pc,,. 


w 


x “so 


+ 


t* C » 0 


, *a,, -I- 


»»n 






r j 


•», 






v, . . . . 


C, 






o 1 




= 


Ko 


«* + 2 B' ol || f + B\ 


y + 









Die der Gleichung (|4), woraus sich schliesslich die vier 
Gleichungen (16) ergaben, nachgehildete Gleichung ist hiernach 
folgende: 

(19) £e mn B m „ =■ «. 

Beachten wir wieder, dass.jlie Goeflicjenteu B ‘ m , iu der Ent- 
wickelung (ttj) von.. der Form sind: 



( 20 ) 



== * 



i »*• i t u" 

B n . + * \u B m 



+ + P ! 



b: 



so ergeben sich ans der Gleichung (|9) die verlangten vier Be- 
dingungsgleu-buugeu : 



(2t) 



£ ' m „ B m „ = o, 

£«m. *»., = 



Z <’ m „ r! mn =-r n. 

= O. 



Soll hiernach <lie Oberfläche («) x — " durch das den Ober- 
flächen f = o und <p— : o gemeinsame System harmonischer Pole 
gehen, also durch vier bestimmte Punkte, so müssen die Goefih- 
deuten in der Gleichung der Oberfläche x~" den vier liueareü 
Bedingungsgleichungen (16) genügen. Soll die Oberfläche (w) x — ° 
durch das den Oberflächen f—o und i p = o gemeinsame System 
harinonisclier Pole gehen . also wieder durch vier bestimmte 
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Punkte, sn müssen die CöelBeienleii in der Gleichung der Ober- 
fläche % — o den vier linearen Bedingungsgleirlmngen ( 2 i) genü- 
gen. Soll endlich die Oberfläche (8) % — 0 durch beide Systeme 
harmonischer Pole der Oberfläche f = o, also durch 8 bestimmte 
Punkte gehen, so haben die Coefflcienten in der Gleichung (8) 
X — o den 8 Gleichungen (16) und (21) zu gleicher Zeit zu ge- 
nügen. 

Man wird in dem Umstande, dass die Coefflcienten in der 
Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 8 ge- 
gebene- Punkte geht, auch 8 linearen Bediligungsgleichungen ge- 
nügen, nur eine ßestätigmtg unserer im Anrange der neunten 
Vorlesung angeführten Thatsachen erblicken. Um so mehr muss 
es aber überraschen, wenn man sieht, wie in unserem Falle die 
8 Bedingntigsgleirhungen (16) und (2l) sich auf nur 7 Bedin- 
gungsgleichungen redurireu, indem die erste Gleichtutg ( 1 6) mit 
der ersten Gleichung (21) zusammenfällt. 



Denn setzt man x = l und A - -fi = o , so w ird aus ( 15 ) 



und (20): 



CG, = C ; 



OOO 
m n » 



während (12) und (18) die Entwickelung ein und desselben Aus- 
druckes nach Potenzen und Producten der Variabein u, v, tv, r 
därstellen, nämlich: 

O* + »C««’ +- O* + • • - und: 



IHM) ... r.OOO , -.000 . , 

u' 4- 2^ 01 uv + B lt r* + ... 

Ha aber diese Entwickelungen Glied für Glied übereinstim- 
meu müssen, so hat man: 

( 22 ) Bl 



i * k ♦ 



wodnrch eben der Beweis geführt ist, dass die erste Gieirhüng 
(16) und die erste Gleichung (21) ein und dieselbe Gleichung sind. 

Es tritt uns hier mm das Paradoxon entgegen, dass die 
Coefflcienten in der Gleichung der Oberfläche (8) X — 0 n,lr 7 
linearen Bediligungsgleichungen (16) und (2l) zu genügen brau- 
chen, damit die Oberfläche diirrli 8 bestimmte Punkte gelte, 
nämlich durch das den Oberflächen f -.r=o und <p=o gemeinsame 
System harmonischer Pole und zugleich durch das den Oberflä- 
chen f—o und ~ gemeinsame System harmonischer Pole. 
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Dieses Paradoxon lindet seine Erklärung in dem in der neun- 
ten Vorlesung aufgrstelllen Salze, „dass alle Oberflächen zweiter 
Ordnung, welche durch 7 gegebene Punkte geheu . aucli durch 
einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten Punkt gehen.“ 
Denn wenn die 8 Punkte, durch welche eine Oberfläche zweiter 
Ordnung hindurchgehen soll, im Raume so gewählt sind, dass 
sich in ihnen drei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, welche 
nicht durch dieselbe Schnittcurre gehen, so reduciren sich die 
8 Bedingungsgleichungrn auf 7. Dieses ist aber gerade unser 
Fall. Itenn es gehen alle Oberflächen zweiter Orduung, welche 
durch 7 Punkte aus den beiden Systemen harmonischer Pole ge- 
hen, auch durch den achten Punkt. 

Die hehlen Systeme harmonischer Pole werden, wenn man 
die Oberfläche f —o als gegeben betrachtet , die Oberflächen 
(p — o und i p — o aber als veränderlich, irgend zwei Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche f — o sein. Von 
ihnen gilt daher dasselbe, was wir von den beiden gemeinsamen 
Systemen harmonischer Pole auseinander gesetzt haben. Wir kön- 
nen daher die vorausgegangenen Rcmerkungcn in doppelter Aus- 
drucksw eise also wiedergebcn : 

Irgend zwei Systeme harmonischer Pole einer 
Oberfläche zvveitei 1 Ordnung bilden ein System von 8 
Punkten, in welchen sich drei Oberflächen zweiter 
Ordnung schneiden, welche nicht durch dieselbe 
Sch nittcurve gehen. 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 

7 Punkte aus zwei Systemen harmonischer Pole einer 
Oberfläche zweiter Ordnung hindurchgehr n, gehen 
auch durch den achten Punkt. 

Fm die Umkehrung dieser Sätze zu rechtfertigen, stellen 
wir folgende Hciraehtungen an: 

Wir bezeichnen mit 0, I, 2, ... 7 irgend 8 Punkte im Raume, 
und durch Iteiffigung dieser 8 Zahlen als Indiers der homogenen 
Foordinalen die Coordinaten der 8 Punkte. Wir vertheileii die 

8 Punkte in zwei Systeme von vier 4 Punkten 0, I, 2, 3 und 4, 5, 
6,7 mul stellen, indem wir unter p uud v irgend zwei verschie- 
dene von den Zalden 4, 5, 6, 7 verstehen, die (i Kedingungeii auf, 
welche zu erfüllen sind, wenn für eine Oberfläche zweiter Ord- 
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nurtg f = o das zweite System von 4 Punkten ein System har 
iHunLsrtier Pule sein soll: 

(23) .... r/fr,) -f + t f4 /'(*,) + PpfipJ) — ö. 

Wir di'ückeu ferner die 6 Bedingungen aus, welche die Cuefli- 
cieuten in der Gleichung derselben Oberfläche f=o zu erfüllen 
haben, wenn auch das erste System von 4 Punkten ein System 
harmonischer Pole sein soll: 

x, /■'(*♦) + VifiUt) + *i /'(*.) + P,f'\P,} = * 

(24) . : . . x.Jf't.r,) + yj'lyi) + z J‘[z,' + pj'\p 3 ) = o. 

*»/Vi s) + Vtf'(j/s) + *«/'(<•) + PtfiPi) — °s 

x/ (x,) + y. /''(»,) + + PoAPi) = O, 

(*>).■ ... x a f'{T t ) + ( jiof'iyJ + *,/■>,) + PtfiP,) — o, 

+ yj'pn ■+ -o /“(**) + />./'(/»>) == o. , • 

Wenn die 8 Punkte im Baume beliebig gegeben sind, so 
sieht mau wohl, dass die 10 in die aiirgcslclltcu 12 Gleichungen 
(23), (24 . (25) linear und homogen eingehenden Goeffuienlen uns 
der Gleiehung der Oberfläche f=o sich nicht so bestimmen lassen, 
tlass allen diesen Gleichungen zugleich genügt wird. Dagegen 
lassen sieh die Verhältnisse der genannten Coemricnten unzwei- 
deutig so bestimmen, dass den 6 Gleichungen 23 und zugleich 
den 3 Gleichungen (24 genügt wird, welches auch die 7 Punkte 
1,2, . . .7 seien. Auf diese Weise ist die Oberfläche f - o durch 
die 7 Punkte unzweideutig bestimmt. Bestimmt mail hierauf den 
Punkt 0 als den Pol der durch 1,2,3 gelegten Ebene, nämlich 
so, dass seine Goordinaten den 3 in Büeksiehl auf sie linearen 
Gleichungen (26) gelingen, so hat man 2 Systeme harmonischer 
Pole der unzweideutig bestimmten Oberfläche f—o. von welchen 
die letzt genannten Sätze gelten. Dieser Punkt 0 ist demnach 
der achte Schnittpunkt von 3 Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die 7 beliebig gegebenen Punkte ],2, . . .7 bimhirehgelieu, 
sieh aber nicht in derselben Gurre schneiden. Wir gehen diese 
Bemerkungen in der Kürze also wieder: 

Die. 8 Schnittpunkte dreier. Oberflächen zw eiter 
Ordnung, welche ausser den 8 Punkten weiter keinen 

Häufte, Analyi. Geomelr, JJ 
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'■ - • •« 

Punkt gemein haben, bilden in 2 Gruppen von 4 Punk* 
teil verllieilt 2 Systeme hai'mimiselter Pole einer hh- 
zweidcutig besl inimlen Oberfläche zweiter Ordnung. 

Da die Art der Vertheilung der S Schnittpunkte der 3 Ober- 
flächen zweiter Ordnung willkürlich bleibt, s« enfsprirbt jeder an- 
deren Verfheihuigsart auch eine andere Oberfläche zweiter Ord- 
nung. 

** , * 

Eim* unmittelbare Folge aus dein vorletzten Salze ist der Satz: 

Wenn eiue Oberfläche zw eiter Ordnung durch eiu 
System harmonischer Pole einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung geht, so gebt dieselbe Ober- 
fläche durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pokc der gegebenen Oberfläche. 

Denn nimmt man auf der Oberfläche, welche durch eiu Sy- 
stem barmonisrher Pole einer gegebenen Oberfläche geht, einen 
Punkt o beliebig an. constrnirl die Polarehene dieses Punktes 
rücksicbtlich der gegebenen (tberfläelie, nimmt hierauf auf der 
Sciinltlciirve der Polarehene und der ersten Oberfläche einen 
zweiten Punkt l, und ennstruirt wieder die Polarehene rfteksiehl- 
lich der gegebenen Oberfläche, so schneiden die beiden Polar- 
ebenen und die erste Oberfläche sich in 2 Punkten 2 und 3. Die 
Punkte 0,1,2 bilden dann ein unvollständiges System harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberfläche. Da aber die erste Ober- 
fläche der Annahme nach durch ein vollständiges System harmo- 
nischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, und da dieselbe 
Oberfläche auch durch das genannte unvollständige System har- 
monischer Pole der gegebenen Oberfläche geht, so geht sie auch 
durch den fehlenden Pol 3. weil dieser Pol nur auf der geraden 
I.inie 2 3 liegen kann. 

Von besonderem analytischen Interesse ist die lineare Be- 
siimmiing der Coordinaten des achten Schnittpunktes o von 3 
Oberflächen zweiter Ordnung durch die Coordinaten der übrigen 
Srhnillpmikle 1,2,... 7. Denn setzt man die durch die Glei- 
chungen (23) und (24 gegebenen Verhältnisse der Coefficivnten 
aus der Gleichung der Oberfläche f — o in die 3 Gleichungen. 
(26 . so enthalten diese in Itiick'icht auf die Coordilialen des 
achten Schnittpunktes 0 linenfrn Ghit hufigeii nichts «ls die C.oor- 
ilmnten der 8 Schnittpunkte. * • ■ 
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Schliesslich entwickeln wir <Ke 4 Rediiiguttgsgleichungen, 
welchen die Cnelficientrn in der Gleichung der Oberfläche '(x) 
X = o zu genügen hulieu, wenn diese Oberfläche - tlurrii das der 
zweiten Oberfläche (l) <p — o und der Oberfläche (17) y = o ge- 
meinsame System liarnioniseher I’ule gehen soll. 

Wir bilden zu diesem Zwecke die analoge Gleichung ( f l), in* 
dem wir in jener Gleichung für die- ßuchstalien a und x die Bock* 
staben e'umi u setzen, und entwickeln den linken Theil der so 
veränderten Gleichung nach Potenzen und Preducten der Varia* 
beln u, v, m, r wie folgt: 



(*)... 



i6 .o + • 

**ro + f“ho- Ah,, + f*«,,. • 
Ah,r, + f*c t0 , lb tl + ftc„, . 
A*,«+ Aft,, + ge,,, . 

U , . V, . « . 



• • . Ah u -, + fic M , u 
■ ■ ■ Ah,, + ft r„. r 



■ • • Ah„ -f ftc„ 



w 



• • Ah„ + ftc 13 . r 
. . . r, , o 



= + * A '„, UV + r’ + 



Alsdann hat man für beliebige Werth« von A und p die der 
Gleichung {14} entsprechende Iiediiiguiigsgleielinng: 



(1t) 






Da aber nach der Entwickelung {26 die Ausdrücke ,/' m> von 
der Form sind: 

(») A' mn = A*^ 1 ; + iy<C. + Ifjt* + p'SJ : , 

so zej'ITdlt die Gleichung {27) in die folgenden gesie bten llcdin- 
gtiiigsgleichungen: 



(29) 



2>„ 



,ui 



n. 






2 > m . . .==■■ O- 



Liiter diesen 4 Ib'diiigiingsgleicliimgen beliriden sich zwei, 
welche wir bereits entwickelt haben. Denn setzt mail A=r|, 
x = g = o, so wird nach (28) und (lö) .f „ = und C „„ = 
nnd da unter diesen Limständen (26' uud (I2'i die Entwickelungen 
desselben Ansdnickes darsliilen, so bat man: 






11 ’ 
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Ebenso findet man, wenn inan die Entwickelungen von (26) timl 
(18) vergleicht in der Voraussetzung, dass ft; I, k — i = o. dass: 



(at) • 



Hiernaeh fällt die erste Gleichung (29) mit der letzten Giei- 
ehuitg (16) zusammen, und die letzte Gleichung (29) mit der letz- 
ten Gleichung (Jt), gleich wie die erste Gleichung (16 und die 
erste Gleichung ,21) zusannnenfleleii. 

Die 12 linearen iledingungsgleiiiiungcu, welche die Goefli- 
eienlen in der Gleichung der Oherfiäche zweiter Ocduimg (8) 
X = o zu eiiüllen haben, wenn diese Oberfläche durch die drei 
betrachteten Systeme harmonischer Pole gehen soll, redueiren 
sieh also anf 9 Medingungcn, welchen unter allen Umständen ge- 
nügt werden kann. Was wir als geometrischen Satz also aus- 
driiekcn : 



Durch die Spitzen der 12 Kegel zweiter Ordnung, 
welche stell durch die Sclinittcurve je zweier voll drei 
Ober fl Sehen zweiter Ordnung legen lassen, gehl eine 
unzweideutig bestimmte Oberfläche zweiter Ordnung 
hindurch. 



Wir legen auf diesen Satz besonders deshalb ein Gewicht, 
weil er lehrt aus den Goeflieieiiten in den Gleichungen von ir- 
gend drei Oberlläehen zweiter Ordnung in symmetrischer Weise 
die Coeflieieuteii in der Gleichung einer unzweideutig bestimmten 
Oberfläche zweiter Ordnung zu bilden, die eine leicht ausdruck- 
bare geometrische lle/ieltiiug bat zu den gegebenen 3 Olirr- 
llärlicn zweiter Ordnung. ■ 

Es itedarf nicht der drei auseinandergesetzten Operationen, 
um die 9 linearen llcdiuguiigsglciehungcn zwischen den Cocfliclen- 
ten in der Gleichung der Oberfläche (8) x~ a berzuleifen . wenn 
diese Oberlläclie ilurcli die geBannfeli 12 Kegelspilzen gehen soll. 
Man kann diese drei Operationen in eine vereinigen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir. dass die drei Ausdrücke 
(12). (18), 26 1 sich durch folgenden darsteiien lassen: 



*°oo +'• <•«*«,. « I 

* B i» + **;„+ f“ 1 ,«-. — *«,.,+ f*'*,,. * ; 

(.12 . . . *«„+ ***„ + t"\ a . • • ■ • *«„ + + f*r„, «’ | . 

*«!»+ *"«+ ih ’, + f* r 31. r | 

M , ...... r. n £ 
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wrun malt annimiiil . dass eine von den drei Variabein *, X, fl, 
gleichviel welche, gleich n ist. Unter dieser Annahme erhalten 
wir nun die gesuchten Bedingiingsgleichnngen, indem wir den 
angegebenen Ausdruck (32'i nach Potenzen und Productei» der Va- 
riabein ti, p. m, r entwickeln , für »/*, uv, r*. . . . resjtective setzen 
r un- «oi > «ii. • • • . den so gelinderten Ausdruck (52), der eine homo- 
gene Kundinn der Variabel!» x, A, u von der dritten Ordnung ist, 
nach Potenzen und Prodnclcn dieser Variabel»! entwickeln und 
die OncRiricntcn dersellwoi in der Knlwickehuig einzeln gleich o 
setzen mit Ausnahme des zehnten Koeffizienten, der mit dem Pro- 
duct xlu nuiltiplirirl ist, welches unter jeder der ohigru Annah- 
men verschwindet. 

Verlangt man noch die Rildtmg des Ausdruckes aus »hm 
gegebenen drei Oherlläeheii zweiliT Ordming f — <>. tp — n, y> o, 
so braucht 'man sielt nur daran zu erinnern, dass derselbe gleieh 
o gesetzt die Oberfläche zweiter Ordnung ist in Khenenroonlina- 
len, welche in Pnnktcoordinaten sieh Msn darstcllf: 

*f + + Pty — »■ 

An diese allgemeinen Betrarhtunge.il seltliessen sich die fol- 
genden speziellen Kotersiichuiigen an. 

„ Iti der Bestimmung ein»*s Systems von vier harmonisrlH'n 
Ihden einer gegebenen Oherlläehe zweiter Ordnung herrscht, wie 
wir gesehen halien. eine grosse Willkür. Per erste Pol o kann 
ganz willkürlich genommen werden, der zweite l beliebig auf der 
Pfdnrcbene des ersten-, der dritte 2 beliebig anf (ier Schnittlinie der 
Polarehencn der beiden ersten, wodurch endlich der vierte Pol 3 
als der Schnittpunkt der Polarebenen der drei ersten Pole bestimmt 
ist. Wählt man den Mittelpunkt der gegebenen Oherlläehe als 
den ersten Pol, so fallen zwar die drei übrigen 1,2,3 in das |i»r- 
emHielie, jedoch bleiben die Kichtungslinien 01.02.03, in welche« 
sie von dem Mittelpunkte ans gesehen werden. Pie drei Sehnen 
der Oberfläche zweiter Ordnung, welche auf den genannten Rieh- 
tnngslinien vnn dm* Oherlläehe begrenzt werden, nennt man enn- 
jligirte Pnrrhmesser der flbertläelie zweiter Ordnung. 

Auch die Besthnnmng der Richtungen der conjngirten Ptirrh- 
mrsser einer Oberfläche zweiter -Ordnung enthält viel Willkür!»-, 
rltes. Penn man kann einen Pnnhmesser beliebig »huch den 
Mittelpunkt der Oherflärhe gehen lassen. Per zweite durch ihm 
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Mittelpunkt gehende coujtigirle Durrlunrsser wird beliebig gewählt 
werden körnten in der Pnlaivhenc des auf dem ersten Durchmesser 
nnendHeh entfernten Punktes. Per dritte ronjugirtc Durelmics- 
ser ist dann die Srhiiitliiuie der Pnlarelienen der beideu Mit den 
zwei ersten Wiwelunessem unendlich enlfe.ruten Punkte. 

- Es ist eine charakteristische Eigenschaft der roujugirleit 
Durchmesser einer Oberfläche /.weiter Ordnung, dass die Seh- 
nen der Oherfläe.he zweiter Ordnung, welche dem 
einen Durchmesser parallel sind, halhirl werden 
durch die Ebene, welche durch die beideu anderen 
cmvjugirlen Durchmesser gelegt ist. Diese Eigenschaft 
der conjugirten Durchmesser ist eine unmittelbare Folge aus ih- 
rer. Delinition und der aus der zehnten Vorlesung bekannten Ei- 
genschaften des Polas und der Polajrehene. Wir bezeichnen diese 
Eigens« halt als eint* charakteristische, weil auch der umgekehrte 
SaU gilt: Wenn die Se-hnen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, welche parallel laufen eiuem von drei Durch- 
messer n der Ober fläche zweiter Ordnung, durch die 
Ebene halhirl werden, welche durch die beiden au- 
ilenut Durchmesser gelegt ist. so sind die drei Durch- 
messer conjugirle Durchmesser. Denn der Mittelpunkt 
der Oberfläche und die drei auf den Durchmessern in dem lii- 
eixUiehen liegenden Punkt« bilden ein System harnwmisdier Pole 
der Oberfläche. 

•Malt nennt die conjiigirtcn Durchmesser llanptaxcu der 
Oberlläclte zweiter Ordnung, weint, sie auf eiuauder senkrecht 
stehen. Die Bestimmung derselben wird den tlcgeustand einer 
späteren Vorlesung liihlen. 

Wenn zwei Systeme harmonischer Pole 0, I. 2, 3 und 4, 5. fi, 7 
eitler Oberfläche zweiter Ordnung gegeben sind, so weiss mail, 
dass jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 7 von die- 
sen Punkten hindurchgelit , auch durch den achten Punkt gelte 
Lässt inan dir Punkte 0 und 4 zusammcnfallen, so bestimmen 
die 5t geraden Linien 01, 02, 03, 03, 06, als kanten, einen Ke- 
gel zweiter (Meinung. Da dieser Kegel, eine Oberfläche zweiter 
Ordnung, durch 7 von den genannten Punkten hindurchgeht, so 
gellt .er auch durch den achten Punkt , und die gerade Li- 
nie 07 ist mithin anelt eine Kaute des Kegels. Man hat daher 
dru Satz: 
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Wenn von awei Systemen har manischer Pole ein 
und derselben Oberfläche • zweiter Ordnung ein Pol 
des einen Syslciucs inil einem l'ole des anderen Sy- 
steines z nsa ui men f i« 1 1 1, so liegen die von dem gemein- 
samen Pole nach den G anderen Polen gezogenen ge- 
raden Linien auf einem Kegel zweiter Ordnung. 

Kücken die beulen Punkte o und + in den Mittelpunkt der 
Obertläche , s« werden ilie 6 geradelt Linien «D 02. 03, 06. 06, 07 
zwei .Systeme conjugirler Durchmesser der Oberfläche, und man 
hat den Satz : . ■ 

Irgend zwei Systeme conjugirler Durchmesser 
einer Oher-ftärheziveiler Ordnung sind t> kairteh ei- 
nes K egels- »weiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

"* i 

Wenn ein Kegel zweiter, Ordnung dtireli ein Sy- 
stem conjiigir ter Dgrelimesser einer Oberfläche zwei- 
ter Ordnung geht, so geht er durch unendlich viele 
Systeme conjugirler Durchmesser der Oberfläche, 

« . Denn man- kann jede Kaute des Kegels als Durchmesser eines 
zweiten Svslemes conjugirler Durchmesser betrachten. Die bei- 
den anderen Durchmesser des Syslemes, welche auf dem Kegel 
liegen, werden dadurch bestimmt seiu.- 

Die um den Loordiiiaieuanfaiigsptuikl uiit dein Radius r be- 
schriebene Kugel: 

x' -J- y ! -j- z* — r' = o 

ist, wie aus der Gleichung ersichtlich , eine Oberfläche zweiter 
Ordnung. Jede drei durch den Mittelpunkt gelegte lind auf ein- 
ander senkrecht stellende gerade Linien sind nach dem Vorher- 
gehenden conjngirle Durchmesser der Kugel, und von zwei sol- 
chen Systemen conjugirler Durchmesser gilt der Satz: 

Zwei Systeme von drei aus demselben Punkte aus- 
gehenden geraden Linien, welche auf einander senk- 
recht stehen, sind 6 Kanten eines Kegels zweiter Ord- 
nung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Orduung-auf seiner Ober- 
fläche drei auf einander senkrecht stehende Kaiitun 
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hat, so hat er im^udltrh viele flvsleine von drei auf 
einander senkrecht stehenden Kanten. 

Denn man kann jede beliebige Kante des Kegels als einem 
solchen Systeme zugehörig betrachte». 

Da eine gerade Linie eine Oberfläche zweiter Ordnung in 
zwei Punkten schneidet, und eine Ebene dieselbe Oberfläche In 
einem Kegelschnitt schneidet , so muss auch eine gerade Linie, 
weiche, in der Ebene des Kegelschnittes liegt . denseilten in zwei 
Punkten schneiden. Zwei Punkte in der Kltene des Kegelschnit- 
tes, deren Verbindungslinie den Kegelschnitt in harmonischen 
Punkten schneidet, sind harmonische Pole des Kegelschnittes. 
Drei Punkto, von welchen je zwei harmonische Pole des Kegel- 
schnittes sind, bilden ein System harmonischer Pole des 
Kegelschnittes. 

Dieses vorausgesetzt, kehren wir zu der beschriebenen liauni- 
ligitr zurück. Wir hallen eine Oberfläche zweiter Ordnung und 
irgend zwei Systeme hannonisrher Pole o, 1,2,3 und 4 , 5, 6, 7, von 
welchen die Pole 0 lind t in einen Punkt 04 znsainnieulieien, 
mithin auch die Ebenen 1 2 3 und 5 6 7 in eine Ebene E. Diese 
Kbene JC schneidet die Oltecflächo in einem Kegelschnitt, in Rück- 
sicht auf welchen die Punkte 1, 2, 3 ein System harmonischer Pole, 
die Punkte 5, 6, 7 ehi zweites System harmonischer Pole bilden. 
Wir hatten ferner einen Kegel zweiter Ordnung, der durch die 
genannten beiden Systeme ging, und dessen Spitze in dem ge- 
meinsamen Punkte 04 lag. Dieser Kegel wird von der Kbene E 
wieder in einem Kegelschnitt geschnitten, der durch die beiden 
Systeme harmonischer Pole des Kegelschnittes gebt. 

Siebt man ab von der Itaiimligur und drückt die beschrie- 
bene Figur in der Kbene E durch Worte aus, so bat mau den 
Satz : 

Durch irgend zwei Systeme hannonisrher Pole 
eines Kegelschnittes lässt sich wieder ein Kegel- 
schnitt legen. 

Daraus folgt : 

w 

Wenn ein Kegelschnitt durch ein System harmo- 
nischer Pole eines gegebenen Kegelschnittes gebt, so 
geht er durch unendlich viele Systeme harmonischer 
Pole des gegebenen Kegelschnittes. 
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Man kann den vorletzten Salz anrli nmkehren, wodurch er 
die Gestalt erhält : 

Irgend <> Punkte eines Kegelschnittes in zwei 
Gruppen von drei Punkten zertheilt bilden zwei Sy- 
steme harmonischer Pole eines bestimmten Kegel- 
schnittes. 

Auf die weitere liegrünrinng dieses Satzes gehen wir jedoch 
nicht ein. 

Werfen wir schliesslich eilten ilückhlick auf das am Anfänge 
der Vorlesung behandelte Problem „die Spitzen der vier Kegel 
zu bestimmen, welche durch die SchitiUcnrve zweier gegebenen 
Oberflächen zweiter Ordnung f — o und <p = o liinduirhgehen’*, 
so sehen wir, dass dasselbe sich rein algebraisch auffassen lässt. 
Das algebraische Problem lautet also: 

Die linearen Substitutionen: 

x — ar^V + x, Y -j- x t Z + jc,P, 
y = y„A' + y,y + y t z + y s P. 
z = vT + t, Y + z t Z + z,P, 
p = p 0 x + p,Y + p t z + p,P 

so zu bestimmen, dass zwei gegebene homogene Func- 
tionen f und cp der Variabein x, y, g von der zweiten 
Ordiuing durch die Substitutionen trarisformirt wer- 
den in die Form: 

f = + p t r + p,z> + p,p>, 

<p =z ly** + I', F* + -f- V,P*. 

Denn maclit man die angegebenen Substitutionen in den gegebe- 
nen Fnnrlionen f und <p, und lässt die Goeflirienten der Pro- 
ihiete der neuen Variahein verschwinden,, so erhält man gerade 
die 12 Gleichungen (tj), wcldic die Goordiuateu der vier Kegel- 
spitzen bestimmen. Daraus ergiebt sich die geometrische Bedeu- 
tung der Coefßcieiiten in den angegebenen Substitutionen des vor- 
gelegten algebraischen Probleme». Sie stellen nämlich die homo- 
genen Goordinalrn der Spitzen der vier Kegel dar, welche sich 
dnreh die Schuittcurve. der beiden Oberflächen zweiter Ordnung 
/■ *= o und cp — o hindon lilcgrn lassen. v 1 
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Wir begangen lins all iliosor Siollo den Zusammenhang dos 
algebraischen Problems mit dom entsprechenden geometrischen 
Probleme dargelegt zu haben als Einleitung in die achtzehnte 
Vorlesung , in weicher das erweiterte algebraische Problem aus- 
führlicher wird behandelt werden. 



Siebenzehnte Vorlesung. 

Grenzflächen zweiter Ordnung, welche acht be- 
liebig gegebene Ebenen berühren. 

* * j*. 

Acht. Taiigenlenebeneu bestimmen eine Oberfläche zweiter 

Ordnung nicht vollständig. Ks seien daher: 

F = + 2 ««’ + «-’+...= o. 

0 = B 0 ,u' + 2 B tll up + fi„ «i* + . . . = o 

die homogenen Gleichungen zweier gegebenen Oberflächen zwei- 
ter Ordnung, welche 8 gegebene Ebenen berühren. I' liier die- 
ser Voraussetzung stelle die Gleichung: 

( 2 ) /’ + k 0 — o 

mit dem willkürlichen Factor i alle Oberflächen zweiter Ordnung 
dar, welche die 8 gegebenen Ebenen berühren, oder, um einen 
anderen Ausdruck zu brauchen, welche die den gegebenen bei- 
den Oberflächen gemeinsamen T augeuleuehenen berühren. 

linier den Oberflächen (2) wird wenigstens eine Grenzfläche 
zu linden sein, weil der unbestimmte Factor i sich immer so be- 
stimmen lässt, dass der in +j der fünfzehnten Vorlesung entwi- 
ckelten einzigen lledingnug für die Grenzfläche Genüge geschieht. 
Das heisst, es gielrt. wenigstens einen Kegelschnitt, welcher von 
8 beliebig gegebenen Ebenen berührt wird. 

lim die Anzahl der verschiedenen Grenzflächen (2) zu be- 
stimmen. nehmen wir an, dass der Factor /. in jener Gleichung 
der Grenzfläche entspreche, und dass n, t\ w, r die Goordinaten 
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der Ebene der Grenzfläche seien. In dieser Voraussetzung hat 
ntau auf Grund (3} der fünfzehnten Vorlesung: 

F'(u) + 1 <D» = o, 

F'lv) + 1 <f>» o, 

(3) 

F\h>) -f- 1 = u , 

F'(r) + l <P'(r) = o , 

woraus sicli durch Elimination der Coordinaten ergiebt: 

A o» + 4>i + *#oi» • • • • A «t + | 

, ‘ A ,0 + iB l„* A ,, + lf) U ^13 + *#1.1 

A ta + iÄ 30* A tl + * B t ^23 + i/? 23 

-^30 + * Ä .10 - A 1 1 + A ff 3 4)3 + * ß 3» ! 

Diese Gleichung ist eine hii|nadraüsche in 1. Daher hat man 
den Satz: 

Es gieht vier Grenzflächen zweiter Ordnung, 
welche alle zweien gegebenen Oberflächen zweiter 
Ordnung gemeinsamen Tangenteuebenen berühren; 

oder mit anderen Worten: 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche von 8 belie- 
big gegebenen Ebenen berührt werden. 



Bezeichnet man mit A 0 , 1,. A f , A 3 die vier Wujjuln der bi- 
qiiadralischen Gleichung ( 4 ), mit 0,1,2, 3 die Ebenen der vier 
Grenzllächeu , und durch Beifügung der Indices 0, 1,2,3 au die 
Variabel« rcspeclive die Coordinaten der Ebenen der vier Grenz- 
flächen , so ergeben sich auf dein in der vorhergehenden Vorle- 
suug eingesdilageueu Wege die Gleichungen: 

^ «*<*>'(«„) + v m <D\ t>J + ».«'(#,) + r m 0'|rJ = u, 

i‘*,F '{•'.) +■ V ~F (<’„) + »’,„/• '(w.) -f r m F\r J = o, 

in welchen m und n irgend zwei verschiedene von den Zahlen 
0,1,2, 3 bedeuten, und daraus endlich: 

’t'O }+«’*{*’ W + A®'W} + «'„{f'fwJ + 

+ r m{F'^r m ) + A <£>„)} = °- 

weiche Gleichung folgende geometrische Deutung zulässt: 
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Es picht vier (1 renz flächen zweiter Ordnung 
welche 8 gegebene Ebenen berühren. Die Ebenen 
dieser vier Grenzflächen bilden ein System harmo- 
nischer Polarebenen jeder Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche die 8 gegebenen Ebenen berührt. 

Da die vier Punkte, in welchen sich je drei Ebenen aus ei- 
nem Systeme harmonischer Polarebenen schneiden , ein System 
harmonischer Pole bilden, so schneiden sich, je drei Ebenen der 
vier Grenzflächen in vier Punkten , die ein System harmonischer 
Pole für alle jene Oberflächen zweiter Ordmmg bilden. Diese 
llemerknng , zasainmengehalten mit den Resultaten der vorher- 
gehenden Vorlesung, giebt den Salz: 

Das zweien gegebenen Oberflächen zweiter Ord- 
nung gemeinsame System harmonischer Pole ist 
(rieht allein ein System harmonischer Pole für jede 
Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch d-ie 
Schnittcurve der beiden gegebenen Oberflächen hin- 
durehgeht, sondern auch für jede Oberfläche zwei- 
ter Ordnung, welche alle gemeinsamen Tangenten- 
ebenen der gegebenen beiden Oberflächen berührt. 
Die vier Ebenen, welche je drei harmonische Pole 
des Sy sie nies verbinden, sind die E heuen der vier 
Grenzflächen zweiter Ordnung, welche die gemein- 
samen Tangente neben en der gegebenen beiden Ober- 
flächen berühren. 

Elhninirt man aus je zwei Gleichungen (3) den Factor A, so 
erhält man die Gleichungen von sechs Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche das den gegebenen beiden Oberflächen gemeinsame 
System harmonischer Polarebenen berühren. Gompoirtrt man aus 
diesen Gleirlumgeii die Gleichung: 

(6) X == g„ {F’(u) *'(•) - /■»<&»} 

+ 

. + tf.a { — F '(r) <t >' »} = o 

mit den sechs willkürlichen Gons tauten <j mH , so stellt diese Glei- 
chung in Eheucncoordinateii eine jede Oberfläche zweiter Ord- 
nung dai;, welrlie das genannte System harmonischer Polar- 
ebenen berührt. 
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Zwischen den Cnefticienten in der Entwickelung dieser Glei- 
chung: 

(7) X = u' + *2Ä 0I u v +. E, , v* + . = o 

linden vier lineare Bedingiuigsgleichuugen statt, von welchen wir 
eine besonders liervorheben , ans der die übrigen obue Schwie- 
rigkeit hervnrgehcH. 

Uni di** Gleichung der Oberlläche F -- n in l'unkteoordiuaten 
zu übertragen, hat inan nach den Vorschriften der zehnten Vor- 
lesung bekanntlich die linearen Gleichungen aufzulösen; 

4 F\u) =r- x, » F\r) = y, J F\w) -- i. 4 F\r) — p, 

welche in dein vorliegenden Falle, wo die Function F durch (l) 
gegeben ist , sich also gestalten : 

•-<00 « + Ai *> + A. » + 4 , r = x, 

A.." + Ai» + A«*' + A» r = y* 

A..“ + -Ai * + A**’ + A> r — *• 

An “ + " + A« *’ + A*.* r — p. 

Die Auflösungen dieser Gleichungen von der Form: 

=r= «. .i/'ly) = P. = if[p) = r 

befreit von dem gemeinsamen Nenner a seien: 

«i, n x + “mit + a„,z + a tt p -= au, 

"10* + y + "n z + '-== av > 

H * 

"«»•» + a.iy + «tt‘ + «»1 P = <•>». 

«i* x + «JI.V + «st 1 + «JJ /' — nr, 

indem f=o oder u f — n die Gleichung der Oberfläche ist in 
l'unkteoordinaten. Alsdann hat man zwischen den 10 Cnefflcipn- 
ten .-/ x j und den 10 Coeflicieuten die Relationen: 

u A %0 a n0 Ai «xi -f- /t (] a„ 4- As«x>» 

o = Ao«i« 4~ Ai* 1 !! A Ai a li A Aii«1j» 

welche wir in Worten also atisdriirkrn : 

4 , e* 

„Wenn mau in der Entwickelung der ]g Ausdrücke: 
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\uF(n), \vF iu), £ w F‘(u ), 
i«F». i>’F"(v). i*>F'(v), 
F (w), £ r F\m), £ w F'(w), 
4 uF \r), \rF\r),. {wF\r), 



l rF'{u), 
irF'(v). 
i rF‘(m), 
I r F\r) , 



„(Tir die Produrte : . 
„respective setzt: 



1/ II , uv , 
P«o. «„I. 



pp 

an. 



„so gehen dieselben über in: 



u, o, o, o, 
o, a, o, o, 

n, o, a, o, 

o, o, o, a.“ 

Daraus folgt, dass das erste mit y 0 , nuilliplicirle Glied: 

F'{u <P\v) — F'(v)&\u) 



hi der Gleichung (6) dureh die gleiche Veränderung verschwindet. 
Aber es verschwindet durch diese Veränderung ebenso jedes Glied 
der (Weichling (6) und es wird auch die (Weichling (7J nach der 
genannten Veränderung erfüllt. 

Es ist daher: 

(8) Z F m . «m. = o 



eine voh den Bedingiuigsgleichnngen, die erfüllt werden müssen, 
wenn* die Oberfläche (7) ,V = o das den beiden Oberflächen (l) 
F=o und <t> = o gemeinsame System harmonischer Poiarebeuen 
berühren soll. 

Da diese Gleichung ;8j unabhängig ist von der .Natur der 
Oberfläche <l> — n , weil die (’.oeflicienten aus der (Weichling der 
Oberfläche nicht in sie eingehen, so hat man zu ihrer Bilduug 
folgende Hegel: 

Wenn : 

F„o«' + + E,, p» + =0 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung in 
Ebene ncoordi na ten ist. und: 

•...** + 2*.', -cy + ^, ,y’ 4- — o 
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»Ire Gleichung einer zweiten Oberfläche in Punkt- 
coordinate n, so erhält man die Bcdiugungsgleichung, 
dass die erste Oberfläche irgend ein System harmo- 
nischer Polarebenen der zweiten Oberfläche berührt, 
entweder indem man in der Eheneneoordinatenglei- 
c h u n g für die P r o d n c t e der V a r i a b e I n : 

km , uv , v v , . i . 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordina* 
t e n g 1 e i <• h u ii g setzt: 

K (l , , (t | , , . , . 

oder wenn man in der Piiiiktroordinatengleichung für 
die P r o d u r l e der V a r i a b e I u : 

xx, xtj , yy , . . . 

respective die Coefficienten ans der Ebenencoordi- 
iiateHg leichuug setzt: 

E E E 

•^00* #V 0I * Hfl * * • 

Ans dem Vergleich dieser Hegel mit der entsprechenden der 
vorhergehenden Vorlesung, oder der geometrischen Bedeutung 
der Gleichung (8) mit (tl) der vorhergehenden Vorlesung geht fol- 
gende.!' Satz hervor : 

Wenn eiiie Oberfläche zweiter Ordnung durch ir- 
gend ein System harmonischer Pole einer zweileu 
Oberfläche zweiter Ordnung hi ud urrhgehl, so be- 
rührt die erste Oberfläche ein System harmonischer 
Polarehenen der zweiten Oberfläche. 

Um ans der angegebenen Regel die vier linearen Bedingtings- 
gleiehtHigen ahznleiten, welche die Coeftteienten in der Gleichung 
(t) X=o zu erfüllen haben, wenn die durch sie dargesteille 
Oberfläche das den beiden Oberflächen F=o und <i> = o ge- 
meinsame System harmonischer Polarehenen berühren soll , be- 
merken wir, dass, welches auch die Werthe von * und A seien, 
die Gleichung : 

x F -f UP-o 

eine Oberfläche zweiter Ordnung darsteflt, welcher jenes System 
harmonischer Pobrehenen ebenfalls zngehört. 
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Drücken wir daher diese Oberfläche durch ihre Gleichung 
in Punklcoordinatell aus wie folg!: 

^ ^ o o i" 1 B o o ♦ • » • ■ x A n 3 i* 1 B nt » 

1 + XB ,0 kA „ + 1 y 

(y) • • • • 1 *- 4 ta + * ®so * 

X/4 3B ^ B 3 0 X -^ss ^ B 33 < B 

X, ....}>, 0 | 

und setzen in der Entwickelung nach Potenzen und Produeleu der 
variabel!) (Koordinaten für: 

xx, xy, yy 

respeetive : E 00 , E ol , E, 

so erhalten wir eine (ileiehung, welche fiir beliebige Wertlie der 
Variabein x und 1 Statt lindet. Pa diese (ileiehung aber homo- 
gen und vom dritten Grade ist, so zerfällt sie in die gesuchten 
vier Bedingungsgleichungen, indem die Coeflicienten der vier Po- 
tenzen und Prndurte der Variahein einzeln verschwinden. 

Ilie vier Ilediuguiigen, dass die Oberfläche (7 X—o das 
deu Leiden Oberflächen zweiter Ordnuug F=o und W=o: 

(10) ^ + 26;, «e + C,,e* + = « 

gemeinsame System harmonischer Polarebenen berühre, erhal- 
len wir demnach auf gleiche Weise aus der dadurch veränderten 
Gleichung (9), dass man für den Buchstaben B den Buchslaben 
C setzt. Da jedoch durch diese Veränderung der Coeffleient von 
x» in jener Gleicjumg ungeändert bleibt , so sieht man , dass von 
deu vier neuen ücdingungsglcichuugen eine mit einer der vier 
vorhin erwähnten zusammenfälll. dass also die $ Bedingungen, 
welche die Oberfläche (7) X — o zu erfüllen luit, wenn dieselbe 
sowohl das den Oberflächen ä’ = o und <p — o, als am h das den 
Oberflächen E—o und >I f — o gemeinsame System harmonischer 
Polarebenen berühren soll , sich auf nur 7 Bedingungen re- 
dneiren. 

Pas Paradoxem, dass in dem vorliegenden Falle 7 Bedingun- 
gen lünrcichen. damit eiue Oberfläche zweiter Ordnung 8 be- 
stimmte Rhenen berühre, liudcl seine Erklärung in *leui Satze 
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der elften Vorlesung „dass alle Oberflächen zweiter Ordnung, 
welche 7 Ebenen berühren , auch noch eine durch diese 7 Ebe- 
nen bestimmte achte Ebene berühren.” Aus dieser Erklärung 
schulden wir zugleich den Satz, der sich auch nach dem in der 
zwölften Vorlesung entwickelten Princip der Hcriprurität aus dem 
entsprechenden Satze der . vorhergehenden Vorlesung leicht ablei- 
leu lässt: 

Afle Oberflächen zweiter Ordnung, welche 7 Ebe- 
nen aus zwei Systemen harmonischer Polarebenen ein 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung berüh- 
ren, berühren auch die achte Eben e. 

Der umgekehrte Satz findet gleichfalls Statt : 

Acht Ebenen, welche drei Oberflächen zweiter 
Ordnung berühren, die von keinen Ebenen ausser 
d i es en'ge in einsam berührt werden, in zwei Gruppen 
von vier Ebenen zertheilt, bilden zwei Systeme har- 
monischer Polarebenen einer unzweideutig bestimm- 
ten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Denn stellt man die 12 Bedingungen auf, dass 8 Ebenen , in 
zwei Gruppen von 4 Ebenen, 0, 1,2, 3 und 4. 5, 6. 7 zertheilt, zwei 
Systeme harmonischer Polarchcnen ein und derselben Oberfläche 
zweiter Ordnung bilden, und betrachtet die Conrdinateu der 7 
Ebenen 1. 2 ... 7 als gegeben, dagegen die Goel'ficienlen in der 
Gleichung der Oberfläche und die C.onrdinatcn der Ebene o als 
gesucht, so bat man 9 lineare und homogene Gleichungen zwi- 
schen den r.oeflicienten . wodurch sich die Verhältnisse derselben 
unzweideutig bestimmen, und, nachdem diese bestimmt sind, noch 3 
lineare homogene Gleichungen zwischen den Goordinateu der Ebene 
0. Diese letzteren bestimmen auf lineare Weise die Goordinateu der 
achten Ebene 0. welche mit den drei anderen Ebenen 1,2.3 das 
zweite System harmonischer Polarebenen der Oberfläche bildet, 
oder mit anderen Worten , sie bestimmen die Coorilinaten der 
ariden Ebene 0, welche alle Oberflächen zweiter Ordnung be- 
rührt , welche die 7 gegebenen Ebenen berühren. 

Aus dein vorletzten Salze folgt ferner der Satz, dessen re- 
ciproker in der vorhergehenden Vorlesung bereits entwickelt 
worden ist: 

Hesse, Analyl, Ocoirnlr. 12 
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W** ii ii eine Oberfläche zweiter Ordnung ein Syv 
slem harmonischer I* ol are.be neu einer gegebenen 
Oberfläebe zweiter Ordnung berührt, so berührt sie 
zugleich unendlich viele Systeme harmonischer 1* o- 
larcbenen der gegebenen Oberfläche. 

Wenn drei Oberflächen zweiter Ordnung 'I und (IO!: F — o, 
<P = o, *P=o gegeben sind, so sind mit ihnen zugleich auch 
drei Systeme harmonischer l'olarehenen gegeben, von welchen 
jedes einem Ohertlächenpaar zugeh Ort. Von den 12 linearen lle- 
dingiingsgleirliiingen, welche die Coeffidenten in der Oleiclmng 
der Oberlläche (7) X=0 zu erfüllen haben, wenn diese Ober- 
fläche jene drei Systeme harmonischer l'olarehenen gleichzeitig 
hei'lrfu’en soll, fallen nach dem Vorgehenden drei fort, weil sie 
doppelt Vorkommen. Ks rciluciren sich dcinnadi die 12 iiedin- 
giingsgleichuiigen auf 9, welchen die CoefDeieuten in der (ilei- 
c Innig (7) X = (i immer eindeutig genügen können. Man hat da- 
her den Satz: 

Drei Systeme hariuonisrher l'olarehenen, von 
welchen jedes zweien von «Lrei gegebenen Ob er fl ä- 
rlien zweiter Ordiiimg gemeinsam ist, werden von 
einer unzweideutig bestimmten Oberfläche zweiter 
Ordnung berührt. 

Oie 9 verschiedenen ßcdiiigimgen zwischen den (loeflirieulejl 
in der (lleichuug der Oberfläche 7) X—o, dass diese Oberfläche 
die drei Systeme harmonischer l'olargbeneu je zweier der drei 
gegebenen Oberflächen F = o, 0 = u, V <> berühre, ergehen 
sieb auf einfache Art ans folgender ßelrachiiing. 

Es stellt iiiiU-i* der Voraussetzung , dass eine von den drei 
variaheln (.rössen x, i, u gk'ieb o sei, die ßleirhung: 

xF + \<I> + p V = n 

oine Oberfläche zweiter Ordnung dar, welcher irgend eines von 
den drei Systemen harmonischer l'olarehenen zugehört. 

Um die Kcdingimg aiisxudrücken , dass die Oberfläche (7) 
X=n durch ein System harmonischer l'olarehenen jener Ober- 
fläche hiiidurchgehe . übertragen wir jene Oleicliuug in l'iinkleoor- 
djnaleii wie folgt : 
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(Uj -. • • 



* 0 + W>„ + ,“ ^00 • • 

X y/, 0 + * ff | o + P ^1 u • • 
X . 4 90 + ^10 + 0* • 

X *^»o + * #30+ f l G’j 0 , 1 



* * X -^o 3 + * #03 + X 

• • * + 3+ *#u + P # 13. tt 

■ ■ * 'G 3 + i #• 3 + f* C, , , I 

' ■ * *T3 + iB 33 + f*^«S* P 



X , 



fl, ' ' o 



o, 



entwickeln diese Gleichung nach Potenzen »ml Prodncten der vn- 
riabeln CtforriinatcH, und setzen nach der zuletzt angegebenen 
Regel für: 

xx, x;/, yy , .... 
fespective: & a „ E„, 



Rie auf diese Weise geänderte Gleichung (|i) ist homogen und 
von der drillen Ordnung in Rücksicht auf die vartaheln Grössen 
w, 1, y. Ha dieselbe nun für beliebige Wertlie jener variabeln 
Grössen unter der Voraussetzung, dass eine, gleichviel welche, 
gleich n ist , erfüllt werden muss , ws-nn die Oberfläche X = o 
jene drei Systeme harmonischer Polarebenen berührt , so müssen 
von den 10 Goefflrienten in der Ent Wickelung der Gleichung nach 
Potenzen und Producten der variabeln Grössen alle verschwinde» 
mit Ausnahme des zehnten C.nefRrienten , der mit dem Product 
x 1 y mnltiplieirt ist , welcher nicht zu verschwinden braucht, 
weil eben das Product seihst verschwindet. 

Mau . erhält also die gesuchten 9 Hcdingongcn , wenn mau 
jene 9 l'.oellidenteH in der Entwickelung der auf die angegebene 
Weise geänderten Gleichung (||) einzeln gleich o setzt. 

lim aus den allgemeinen vorgetrageueu Sätzen specielle Fol- 
gerungen für die Ebene zu machen, schicken wir einige Ilelini- 
tiouen und Sätze aus der Geometrie ch*r Ebene voraus. 

Wenn der geometrische Ort des einem gegebenen Punkte 
zugenrdueten harmonischen Polos einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung die Polarehene dieses Punktes ist, und man legt irgend 
eine Ebene durch den gegebenen Punkt, welche die ObriiWirbe, 
wie bekannt, iu einem Kegelschnitt schneidet, so muss der geo- 
metrische Ort des dem gegebenen Punkte ztigeordnele» Polos in 
Bezug auf den Kegelschnitt, eine gerade Linie sehi, in welcher sich 
die Polarebene und die Ebene schneiden. Diese gerade Einte 

12* 
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nennt mau die l'o Ir re des Punktes in Rücksicht auf den Kegel- 
schnitt und den gegebenen Punkt den Pol der gciaden Linie. 

Xu ei gerade Linien in der Ebene eines Kegelschnitts, von 
welchen jede durch den Pol der anderen geht, sind liarmo- 
nische Polaren des Kegelschnittes. 

Urei gerade Linien in der Ebene des Kegelschnittes, von 
welchen je zwei harmonische Polaren des Kegelschnittes sind, bil- 
den ein System harmonischer Polaren des Kegelschnitts. 
Sie schneiden sich also je zu zweien in drei Punkten, die ein 
System harmonischer Pole des Kegelschnittes bilden. Man sicht, 
hieraus ferner, dass die drei geraden Linien, welche ein System 
harmonischer Pole eines Kegelschnittes verbinden , ein System 
harmonischer Polaren des Kegelschnittes bilden. 

Wir erinnern endlich an den Satz aus der vierzehnten Vor- 
legung, „dass 5 Tangenlenehenen eines Kegels zweiter Ordnung 
den Kegel unzweideutig bestimmen, und dass jede b Ebenen, 
welche durch ein und denselben Punkt geben, sieb als Taugen- 
tenebeueu eines ganz bestimmten Kegels zweiter Ordnung betrach- 
ten lassen.“ Woraus der Salz für die Ebene folgt, „dass 5 
Tangenten c i n es K ege Is c b n i l tes den Kegelschnitt un- 
zweideutig bestimmen, und dass jede 5 gerade Li- 
nien in ein und derselben Ebene sieb als dieTaugen- 
len eines ganz bestimmten Kegelschnittes betrachten 
lasse n.“ 

Mit diesen llaten ausgerüstet gellen wir au die S|>ccialisi- 
rnng der in dem Vnrgeheiiden beschriebenen Figur. 

Es lag eine beliebige Oberllärbe zweiter Ordnung vor und 
zwei Systeme harmonischer Polarebenen 0, 1. 2, 3 und 4, ä, ö, 7 
dieser Oherlläehe. Von den letzteren wissen wir. dass jede Ober- 
fläche zweiter Ordnung , welche 7 derselben berührt, atirh die achte 
Ebene berührt. Wir lassen die Ebenen o und 4 in ein und die- 
selbe Ebene E zusammenfalleii , wodurch die ti geraden Linien 
01. tri. 03: Oö, 0(>, 07 in jener Ebene zu liegen kommen. Die drei 
ersten bilden eiu System harmonischer Polaren des Kegelschnit- 
tes. in welchem die Ebene E die gegebene Oherlläehe seilneidet. 
Die drei anderen bilden ebenfalls ein System harmonischer Pola- 
ren desselben Kegelschnittes. Wir beschreiben in der Ebene E 
einen zweiten Kegelschnitt h . welcher die 5 geraden Linien 
01,02. 03. Ui, 0<> berührt. Kassen wir diesen Kegelschnitt als GreMZ- 
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(lache zweiter Ordnung auf, so ist derselbe eine Ohcrllärhc zwei- 
ter Ordnung, welche von den beiden Systemen liarinoiiiselier Pn- 
larebenen 7 Ebenen berührt. Sie berührt also auch die achte 
Ebene, das heisst, die gerade Linie 07 ist Tangente des beschrie- 
benen Kegelschnitts A\ 

Lösel inan die in der Ebene K beschriebene Figur ab von 
der llanmlignr, so beweiset sie den Satz: 

Irgend zwei Systeme harmonischer Polaren eines 
Kegelschnitts berühren einen Kegelschnitt. 

Woraus folgt: 

Wenn ein Kegelschnitt ein System harmonischer 
Polaren eines gegebeuen Kegelschnitts berührt, so 
berührt derselbe Kegelschnitt unendlich viele Sy- 
steme harmonischer Polaren des gegebenen Kegel* 
Schnittes, 

indem jede Tangente des ersten Kegelschnittes sich als eine har- 
monische Polare aus einem zweiten System harmonischer Polaren 
des gegebenen Kegelschnittes betrachten lässt, welches den ersten 
Kegelschnitt berührt. 

Den umgekehrten Satz, führen wir mir historisch an: 

Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes in zwei 
Kruppen von 3 Tangenten vertheilt, bilden zwei Sy- 
steme harmonischer Polaren eines Kegelschnittes. 

Stellt man diese Sätze zusammen mit den Periprnken der vorher- 
gehenden Vorlesung, so orgiebt sich daraus folgender: 

Zwei Dreiecke, welche einem Kegelschnitt ein- 
beschrieben sind, sind einem Kegelschnitt umbe- 
schrieben: und zwei Dreiecke, welche einem Kegel- 
schnitt umbeschrieben sind, sind einem Kegelschnitt 
einbesch rieben. 

Kehren wir zurück zu der zuletzt beschriebenen ftmmiligur 
und beschreiben in ihr einen Kegel zweiter Ordnung, welcher 
durch die 5 Tangeiitenelieii 1,2, 3, 5. 6, die sich mit der Ebene 
7 in dem Pol e der Ebene E schneiden, unzweideutig bestimmt 
ist , so schneidet dieser Kegel die Ebene E in einem Kegelschnitt 
A". der dieselben 5 Tangenten 01, 02, 03, Oö, 06 bat, als der Kegel- 
schnitt A\ Es fallen datier diese beiden Kegelschnitte in einen zu- 
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sammelt. i);i aber tJie gerade Linie 07 eine Tangente des Kegel» 
schnitte» K ist, so ist die Ebene 7 eine Tangentenebene tles be- 
schriebenen Kegels. Daran» entspringt der Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Polarehe» 
uen einer Oberfläche zweiter Ordnung eine Ebene 
des einen Systeme» mit einer Ebene des anderen Sy- 
steme» zusammen fäll l, so berühren die 6 anderen Ebe- 
nen, welche durch den Pol der zusammenfallendcn 
Ebenen gehen, einen Kegel zweiter Ordnung. 

Rückt der I‘ol e in den Mittelpunkt der Oberfläche, so bil- 
den die geraden Linien 12, 23. 31 ein System euiijiigirter Durch- 
messer der Oberfläche gleich wie die geraden Linien 56,67,75 ein 
zweites System ronjugirter Durchmesser bilden. In diesem Kalle 
lautet der angegebene Satz also: 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei conjugirte 
Durchmesser eines Systeme» einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung gehen und die drei Ebenen, 
welche durch je zwei conjugirte Durchmesser eines 
anderen Systemes derselben Oberfläche gehen, bo- 
rühren einen Kegel zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung drei Ebenen be- 
rührt, welche »ich paarweise in drei cnnjiigirten 
Durchmessern einer Oberfläche zweiter Ordnung 
schneiden, so berührt der Kegel unendlich viele Sy- 
steme von drei Ebenen, die sieh paarweise in dcucon- 
jugirlrn Durchmessern der Oberfläche schneiden. 

Ist die gegebene Oberfläche zweiter Ordnung eine Kugel, so 
hat mau den Satz: 

Drei Ebenen, welche auf einander senkrecht ste- 
hen, und drei andere auf einander senkrecht ste- 
hende Ebenen, die sich in demselben Punkte als die 
drei ersten schneiden, berühren einen Kegel zwei- 
ter Ordnung. 

Daraus folgt : 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung ein System von 
d/ei auf einander- senkrecht stehenden Ebenen be- 
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rührt, so berührt er unendlich viele Systeme von 
drei Ebenen, die auf einander senkrecht sieben. 

Wir scbliessen diese Vorlesung mit der nein erkling, dass 
das l'rnldein der vier Grenzflächen zweiter Ordnung, welche von 
allen Ebenen berührt werden, -die gleichzeitig zwei gegebene Uber- 
lläclicn zweiter Ordnung F — o und <t> = o berühren, von wel- 
chem Problem unsere Untersuchungen ausgingen, sich als ein 
rein algebraisches aulfassen lässt, nämlich: 

Hie linearen Substitutionen zu bestimmen: 



ii = u 0 V + m, V -f- n t IV -)- «j/f, 
»<= v„V + v, V + v,fV ■+- v,H, 
iv — tv,U 4- iv, V 4" w % W + rc’j/f. 



r c= r 0 U 4- r i V + r i W + r 3 ft. 



welche zwei gegebene homogene Functionen F und <P 
der Variabeln u,v,u\r der zweiten Ordnung transfor- 
mier u in die Form: 



v* , v^ , . & , 

Mo Ml Ms Mo 




V* 

*1 



, k - 1 + m 

V, V, 



Wenn drückt man die Rediiigungen des Problems aus, so erhält 
man die, Gleichungen ü , welche die Ebenen der vier Grenzflä- 
chen bestimmen. 



Dieses Problem in weiterer Ausdehnung wird, wie bereits 
angedeutel worden, den Gegenstand der folgenden Vorlesung 
bilden. 
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Achtzehnte Vorlesung. 

Transformation homogener Functionen 
zweiter Ordnung durah lineare homogene 
Substitutionen. 



Geometrische Probleme Italien in den heideil letzten Vor- 
lesungen auf ein und dasselbe algebraische Proldein gerührt, der 
Transformation homogener Fuiirlionen der zweiten Ordnung 
durch lineare Substitutionen. Wir werden gegenwärtig tlas al- 
gebraische Problem wieder atifnehnien , indem wir die Zahl der 
Yariabelu iiiihesrhräukt lassen. 

In dieser Absicht werden wir damit beginnen. Relationen zu 
entwickeln, welche zwischen den ('.oofticienten linearer Sultslilu- 
tioneu fdierhau|d auftrelcn. Wir werden zweitens auf Eigen- 
srhafteii linearer Substitutionen aufmerksam machen , welche 
eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung trans- 
formiren in einen Ausdruek , der nur die Quadrate der neuen 
Yariabelu enthält. Wir werden drittens die linearen Substitutio- 
nen bestimmen, welche zwei gegebene homogene Fuiirlionen 
der zweiten Ordnung aur die Quadrate der neuen Varialieln 
zurürkführeii. 

Es stelle: 

X* = «n* x <s + «l* *1 + •>* 

ein System von n -f- t linearen Gleichungen vor, indem x die 
Werl he habe 0, I. . . . ». Durch Auflösung dieses Systemes Glei- 
rliuugen nach den n -(- 1 Variabein x erliäit mau, wie man in 
(17) und (21) der siebenten Vorlesung gesehen, Gleichungen von 
derselben Form rürksirlitlirh der Varialieln A": 



<v A-„ + 



-V, + . 



AG 



Mil diesen linearen Substitutionen bringen wir in Verbindung 
ein zweites System linearer Substitutionen von der Form. 



(») J’ x = e„ x y„ + e, x y, + e* 
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ans Welchen nach (22) lind (ifj) der siebenten Vorlesung folgende 
Aullösungen hervorgehen : 

4 (*) y* = < r 0 + r t + « x » r,. 



Zwischen den (ioelllcieuten a und e in diesen Substitutionen 
müssen, weil die einen die anderen bedingen, inauniehraltige Re- 
lationen Statt tinden. Von diesen Relationen werden wir die ge- 
hräurhlichsten entwickeln. 

Setzt man die Ausdrücke. (I) und (3) in (2) und (4) und ver- 
gleicht die Coeflirienten gleicher Variabein, so erhält man: 



(5) 



0 = e * °i" + n i' + e * a r 

1 = c„* + e x ' « x ‘ + e x " o x ,. 

0 = e 0 * (i, 1 + e * o, 1 + e* 

1 = e*a u '+e*a t *+ r„* «.«. 



Mulliplicirt man die beiden Determinanten: 




mit einander und stellt das Product nach (31) der siebenten Vor- 
lesung als eine Determinante dar, so erhält man mit Rücksicht 

auf (ö}: 



A E 



1 . 0 , 0 , . . . 0 l 

I 

0, I , 0, ... 0 



0, 0. 0, . . . t 



eine Determinante, welche mit Rücksicht auf (14) der siebenten 
'Vorlesung sich auf die Einheit reducirt, so dass man hat: 

(7) AE = l. 



Man hat ferner die (ileirhung: 

(8 ) .... X 0 Y 0 + X, V, + .. , X n r„ = x 0 y„ + * y, + ... x,y„. 
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welche durch die Substitutionen (l) und (3) oder (2) und (4) eine 
identische wird. Ilenn inarlit man die genannten Substitutionen 
und vergleicht beide Seiten der Gleichung mit einander, so er- 
hält man die Gleichungen [S). 

Diese Gleichung h) bleibt auch eine durch die Substitutionen 
identische, wenn man sowohl ihre linke als ihre rechte Seile zur 
(n -f- Ijten Potenz erhebt. Hierdurch erhält mau mit Anwendung 
des |iolvimniischeu Lehrsatzes: 



N - (-i« nfV« r, 






-a 0 a, ...a„ 






«0 < i.ß| \t 

(*o 'Jo: >y,) ■ ■ ■ W. y.) 



c. 






wenn man der kürze wegen setzt: 



n(n + 1) = 1 .2 ....(* + I) 

c « 0 = 77 ("•) n ( a <) — 11 W 

und anuimmt, dass er 0 , er, . . . er, alle gleichen mul ungleichen Zah- 
len o, I, 2 ... (n + 1 bedeuten, deren Summe ist: 



(»«) «<• + «i + = (» + !)• 

Mit Unterdrückung des Factors /7{n + 1) eines jeden Glie- 
des der genannten Gleichung und Aendcrung der Factorenfolge 
lässt sich dieselbe bequemer so darstellen: 



(II) • • • 

= V 



C "° 

«I . .. o„ 



«o «i «» «„ «, «„ 

y r r Y Y V 

,1 0 .1 | • • • *»« • '0 1 I • • • f n 



O. «„ tt, 






x 0 ”x, . x„ . i/ 0 y, 






In der Entwickelung des Producles: 



'Jo ’J i • • • y. 

nach den Variabein Y werden wir den Coeflieienteu des Produc- 
les 1' 0 f, . . . F„ bezeichnen mit : 

r 4 

• . . i tr„ ' «io.«,' . 
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Ebenso werden wir in der Kntwiekelung des Produetes: 



nach den Variahein X den CollicicMlen des Produetes X 0 .Y, . . . T, 
bezeichnen mit: 

C F 

«I» «ü «I • • • <*„ * 

wodurch die Grössen A a „ als •Functionen der Stlhstilii- 

lionscoenicientcn n, und die Grossen E a „ «„ als Functionen 

der Substiluliouscoeflirienten c vollständig deflnirl sind. 

Denkt mau sich nun die Gleichung ( 1 1 ) nach Potenzen der 
Variaht;ln Y entwickelt, so wird der Goellicicnt des Produetes 
F 0 F', . Y, in dem linken Theile der Gleichung, da C,, , == I 

ist, gerade das Product: 

X» X, r-. 

Um den entsprechenden Coeflicicnlen des rechten Theiles 
der Gleichung zu erhalten, wird man in dem rechten Theile der 

Gleichung für das Product y,“" y, a ' . . . y“' zu setzen haben 
c a„ a, A a„a, wodurch man erhält: 



ZA 






0f„ «I 

a-„ x, 1 






Da aber die genannten beiden Goeflicieiiten in der Gleichung (II), 
einander gleich sein müssen, so hat mau: 



(12) . . . X 0 X, . . . A'„ — XA ttii x“" x,“ 1 . . . x,“». 

ln gleicher Weise erhält man aus (11) durch Entwickelung 
n£ch den Variabehl X: 



13) ... Y 0 Y, ... Y n = Z E U " ttj _ . 



•Jo Vl 



«» 



Mau kann hiernach die vorausgeschickte Definition der Grös- 
sen A und E aufgeben, lind sie als Kutwickrliingsrocffirienleii 
durch die Gleichungen ( 1 2) und (13) definiren, wobei es sich auf 
das Deutlichste hcräusslcllt, dass die einen aus den anderen her- 
vorgehen durch Vertauschung der Buchstaben « und e, weshalb 
gerade die eingefiihrle Bezeichnung gewählt worden ist. Behält 
man aber die erste Definition der Grossem A mul B bei , ent- 
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wickelt die Gleichung J2) nach Potenzen und Produclen der Va- 
riahein .V, und setzt in der Kntwickelnng die Coellicienlen des 
Prodtictes X„ X, . . . X, auf heulen Seiten der Gleichung einan- 
der gleich, so erhält man: 

U) . . . . I = X t B(| „g _ B< . A Ua a t . . . a n > 

nelrhe Gleichung man auch erhallen liahcn würde, wenn man 
(ll) nach den Variahein X und i‘ entwickelte und die Goellicien- 
ten des Producl.es -V„ .V, . . . X, . Y„ Y, ... Y„ auf heiden Sei- 
len der Gleichung einander gleich setzte. • 

Dieses Itesultal fassen wir zusammen wie folgt : 

Wenn die in (l) und 31 gebildeten Substitutionen 
das Product sä tu ml lieber Variabein .V und das Pro- 
duct sämmtjicbcr Variabein Y tra nsforunren in (12) 
und ( 1 3) , so findet unter der Bezeichnung (9) die Glei- 
chung (i-t) Stall. 

Im Kalle n -- 2 wird die Gleichung ( 1 4) : 

Ja) . . . .1 = ^'3.» 4 t>-*f, j,, 4 6 A m 

4- •> j e -l •> ./ >• j- o j e 

■ — ““130 -130 I i ' , OI3 “ 013 I * “*301 ““»l 

4 ^ A Wi ^ 103 4 ^ ^310 4“ ^031 

+ ^ iii *’ io - 

indem die Grössen A die Werl he haben: 





«I. 1 «„’> 


A 


IttO 




«,*• 




^003 


= 




A ltn 


= < 


«I 1 


«1* 


4 


°o' 






4 


«0* 


«1° 






= «0° 


«*' 


"t 


4 


«■>' 




«3° 


+ 


«»* 


V 




A olt 


= a* 






4 




«3* 




4 


Ol* 




"3 1 . 


A ,,„ 


= a,° 


«o' 


n o* 


4 


«I 1 


a o 


< 


+ 




< 


"o'- 


A tot 


== < 


1 %' 


< 


4 




1 


' 


4 


«3* 


«: 




A otl 


= < 


«I 1 




-1- 




1 




4 


«3* 







A UC= «oV «.’+ K a * a t + V“l V 4 «l # «3* 4 «1° 4 '<J «I ' <***. 

woraus die entsprechenden Grössen K hevorgehen , wenn tnanden 
Buchstaben a in e verwandelt. 



Digitized by Google 



Lineare Transformation der homogenen Functionen 2. ü. 1S9 



Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn die Suhstilu- 
tionscoeflirienlen a den entsprechenden e gleich sind, in welchem 
Falle auch die (»rossen A den euLsprecheiideu K gleich werden. 
Ileiiu in dieser Voraussetzung zerlegt sich nach (u) die Einheit 
in die Summe von Quadraten. 



Die Substitutionen (t) waren bisher ganz willkürliche, denn 
die Substitntionscueflicienlen a konnten irgend welche Werthe 
haben. Die Substitutiouscoeflicienten e in den aufgelösten Glei- 
chungen (2) waren durch sie bestimmt. Man kann aber auch 
die Subslitiitionscueflicieuteu e in (2) als die willkürlichen be- 
trachten und die Substitiilionscoenicienten « als bestimmte Func- 
tionen der ersteren. 

Diese Willküriichkeit werden wir fortan beschränken, indem 
wir festsetzen, dass die Substitutionen (2, eine beliebig gegebene 
homogene Function f(x 0 ,x t , . . . x K ) der zweiten Ordnung Irans- 
formirr in die Form: 

(16) ... . f(x a , x x.) == fi 0 . r 0 ‘ -f n,*,' + . . . . p„v„*. 

Dass die (n + Substiluliouscoefticienteii e sich wirk- 
lich so bestimmen lassen, dass durch Einsetzung der Werthe von 

x 0 , x x . aus (2) die Gleichung (16) eine identische wird, ist 

leirlit ersichtlich. Denn setzt man nach der Substitution dieOtef- 
fleienten der Potenzen und Producte gleicher Variabein auf beiden Sei- 
len dcrGleielmng einander gleich, so erhält man nur 

Kedinguugsgleichungpn zwischen den (« + l)(n +2) unbekaimten 
Grössen e und fi, wodurch diese Grösseu nicht bestimmt sind. 
Man kann daher unendlich viele Substitutionen (2) bilden, welche 
der gemachten Forderung genügen, selbst wenn man die (« -f- i) 
Grössen fi als gegeben betrachtet. 

Dieselben Hedingungsgleichungen in einer an- 

deren Form erhält man auch, wenn mau die Substitutionen (|) in 
(|6) macht und die Goefficientcu der Potenzen und Producte gleicher 
Variahein auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Demi 
in diesem Falle wird die Gleichung (M5) eine identische in linck- 
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sich) auf die Variabel n x, wie dieselbe Gleichung durch’ die Sub- 
stitutionen (2) eine idenlisehe Gleichung wurde in Dücksicht auf 
die Variahelu X. 

Denkt man "sieb nun diese Gleichung (161 dureli die Substi- 
tutionen (l) zu einer identischen gemacht und diflerenzirl nach ,r Xi 
so erhält man: 

(17) .... if’(x x ) = « x VoA’o + "x' .“i - V i + • ■ - • V P* A '« 

eine Gleichung, welche, da x die Werthe hat 0, l,3..n. ein 
ganzes System von (n + l) Gleichungen repräsentirt. 

Diese Gleichungen sind als eine Folge der Substitutionen (|) 
oder (2) zu betrachten, welche die Eigenschaft haben, die Trans- 
formation (16) ZU vollführen, und umgekehrt sind auch die Glei- 
chungen (l) oder (2) eine Folge dieser Gleichungen. An Stelle 
der Delationen (l) oder (2) zwischen den Variahein x und X , 
welche die Gleichung (16) zu einer identischen machen, kann man 
daher auch die Gleichungen (|7) nehmen. 

Die Gleichungen (|7) gehen über in (4), wenn man die Ver- 
tauschungen macht: 

i /""(■**) init V* "»d (t u X % mit V H , 

und die Substitutionen (4 gehen über in (17). Da aber die Glei- 
chungen (17) nichts anderes sind als die umgestalteten Substitu- 
tionen (I), so kann man sagen, dass durch die' angegebenen .Ver- 
tauschungen die Substitutionen |) und (4), also auch (2) und (3) 
in einander übergehen. 

.Ule bisher aufgestellten Gleichungen sind unmittelbare Fol- 
gen aus den Substitutionen. Man wird daliM» in allen jenen Glei- 
chungen die angegebenen Vertauschungen machen können, sie 
müssen jedoch gleichzeitig erfolgen. 

Die erste von diesen Vertauschungen besteht darin , dass 
man setzt: 

— y%- 

Löset mau das durch diese Gleichung repräsentirte System Glei- 
chungen auf, so erhält man nach (28) der siebenten Vorlesung, 
indem die Unbekannte 2.r x sich als den Dillereutialipiotienten einer 
bestimmten homogenen Function F \y„, y, t . . y„) der zweiten Ord- 
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uung. der reciproken Fiiuctiini von f (x a , x ar.), darstellt. 

Gleichungen von der Form: * 

** = i F 'to,)- 

Es ist hiernach gleichbedeutend , oh mau setzt: 

hf - r x = y x (Mlcr •''* ^ i F ' Vx>- 

Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei, in allen 
unseren Gleich nn gen folgende Vertauschungen zu 
in a e li e n : 



18 ) ... . J f'( x J — ’Jx oder ^ F'(y x ) r- x x , und g„ A’„ = J x . 



Mai hl mau diese Vertauschungen aber in der also darge- 
stellten Gleichung (tfi): 

a ’,. i f •»») + «i J /Vi) + •••■»•« X* + gi X,* + . . g„ X,\ 



so erhält man: 

( 19 ) = £ + £ + ••• 

go gl 



g„ 



Dieses Itesultal gehen wir als einen Lehrsatz wieder wie 

folgt: 

Wenn die Substitutionen (t) und (*2) die homogene 

Function f{. r a ,x a:J der zweiten Ordnung trans- 

ferm i re n in: 



f{x a , x„ . . . x,) = go-l«’ + g, X,* + . . . . g.-V.’, 

so Iransformireu die Substitutionen (3) und (4) die re- 
ciproke Function F(y 0 , y, , . . «.yj in: 



F iy» > yj — — + ~ + • • • 

. u o r i 



g. 



Eine ganz besondere llearhtung verdient der Fall, wenn die 

gegebene Function ist: f (.r„ , x x n ) ~ x' x,* -j- . . . x\ 

und zugleich g 0 = g, = . . =g, = I. Denn unter dieser Voraus- 
setzung nimmt die Gleichung (|7) die Gestalt an: 

•r x = « x ° X„ + X, + ... « x - ,r„. 



Vergleicht mau letztere mit den Substitutionen {‘1,, so sielit man, 

dass: 
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Diese Bemerkung drücken wir als Satz aus: 

Wenn die Substitutionen: 

• r x = “*° - V o + "x' X x + ...«/*. 
den Ausdruck: 

. + *i* + • • • x .' 

transformiren in: 

x 0 ' + X* + ... x n \ 

so sind die Auflösungen der Substitutionen folgende: 

A'x = «* r 0 -h a* x, + . . . o. x x„. 

In diesem Falle unterscheiden sieb die Substitutionen (l), (-1) 
von (3), (4) nur durch die Bezeichnung der Variaheln und wenn 
das letztere zulriffl, kann man die Gleichung (8) übergehen las- 
sen in: 

A’ü* + X,* + . . . X.' — a- 0 * + *,* + ... x.’, 

indem man A' x = F x und .r x = y x setzt. Daher kann man den 
Satz auch umkehren wie folgt : 

Wenn die Substitutionen: 

x x = «x° X o + a x X x +•• “*" X * 

aufgelöset von der Form sind: 

X % — a* x 0 + <i, x x, -f . . . a * x.. 
so machen sie die Gleichung: 

.r„* + x,* + . . . x.* = x* + x t * + . . . x: 

zu einer identischen Gleichung. 

Die Goeflicienteu in den Substitutionen (l), (2), welche die 
Transformation (16) bewirken, haben, wenn » = 3 ist, eine be- 
stimmte geometrische Bedeutung, auf welche wir hier aufmerksam 
machen wollen. 

Macht man nämlich die Substitutionen (2) in (16) und ver- 
gleicht beide Seiten der Gleichung, so erhält man: 

cAc) + + ■ • • = «• 



Digitized by Google 



Lineare Transformation der homogenen Functionen 2. O. 103 



Itiese Gleichung sagt aus. dass e„ p , e*, r, p , r s p und e„4, e,i, <>,«, e,’ 
die homogenen (Koordinaten eines Polenpaares sind rücksichtlieli 
einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch homogene 
Punktenordinalen ,v 0 , a-, , ,r, , .r, analytisch ausgedruckt sich also 
darstellt : 

, X t , =3 o. 

Es sind daher die lß Coelllicirnlen e in den Substil ntionen 
(2) die (Koordinaten eines Systems harmonischer Pole der genann- 
ten Oberfläche. 

In gleicher Art erweisen sich aus 19) die Iß Suhslilutious- 
coeflicienten a in (4) als die homogenen (Koordinaten eines Syst eines 
harmonischer Polarebenen einer Oberfläche zweiter Ordnung, welche 
ilureli Ebenencoordinaten y 0 , y, . y t . y, ausgedrückt sieb also dar- 
stellt: 

o- Ifi. Vt. !/») = o. 

Itie genannten beiden Oberflächen zweiter Onliumg erweisen 
sich aber nach der doppelten Darstellungsweise der Oberfläche 
zweiter Ordnung durch Puukteoordinaten oder durch Ebenenco- 
ordiualen als ein und dieselbe Oberfläche, und aus der geome- 
trischen Deutung der Gleichungen (5; im Falle n = d entnehmen 
wir deu Beweis, dass das System harmonischer l’olarebenen ge- 
rade das System von 4 Ebenen ist, welche je drei harmonische 
Pole aus dem genannten System harmonischer Pole der Oberfläche 
verbinden. 

Die geometrische Deutung der Substitutionen seihst im Falle 
n = 3 behalten wir der nächstfolgenden Vorlesung vor. 



Da die (« + I)* Coeflicienten in den Substitutionen (|) oder 
(2), welche den Ausdruck (16) transformiren , noch eine grosse 
Willkürlirhkcit zulassen, so werden wir fortan annehmen, dass 
diese Substitutionen zwei gegebene homogene Functionen zweiter 
Ordnung f[x^, . .r,) und rp (.V„, A', , . . JTJ transformiren in: 

f(x 0 , lc, . : : . ag = II, JV + p,.V,* + • • • 

( 4 ») .... 

• Y O =f V** + v ’ + • • • x * 

Urne, Atialyi Grouiflr. 13 



L 
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Man überzeugt sieh leicht, dass diese Annahme nichts Un- 
mögliches enthält. Heim macht man in -20) die Substitutionen (2) 
und vergleicht beide Seiten der Bleichlingen . so erhält mau 
(n -J- l)i« -f- 2) Uediiigiingsgleirhiuigen zwischen den (n + |)* zu 
bestimmenden Siihstitutiouscoemcienten c und den 2 (» + I) fer- 
neren Unbekannten y und r. Mail hat also (n + l) Unbekannte 
mehr als Bediugungsgleiehuugcii. Daraus ist ersichtlich, dass von 
den {« -f- l ii -f 3) Unbekannten in + I heliehige Werlhe anoch- 
1111*11 köuueu, während die übrigen durch sic bestimmt sind. 
Welchen n -f- 1) Uliliekaiinleii heliehige Werlhe /iiertheill wer- 
den können, und wie die Werlhe der übrigen sich daraus bestim- 
men lasscu , werden wir zum Schlüsse der Untersuchung ausein- 
anderselzen. (iegenwärlig werden wir weitere Folgerungen aus 
unserer Annahme ziehen. 

Wenn wir die zweite Bleichung ^20, als eine durch die Sub- 
stitutionen (l) identische Bleichung betrachten und nach .r„ dif- 
ferenziren, so erlialten wir: 

W( X X ) = < v 0 - r o + «*' e, X, + . . . V V. X , , 

eine Bleichung, welche, in (4) übergeht und welche wieder aus 
(4' hervorgeht, wenn man die Vertauschungen macht: 

mit y x und e K A*„ mit ¥ % . 

Durch diese Vertauschungen gehen die Substitutionen I und 
f4) in einander über, gerade so wie dieses auch durch die Ver- 
tauschungen (|8) geschah. Da aber alle liis dahin aufgeslellten 
Gleichungen Folgen sind der Suhslitiitionen I bis (■»', welche den 
Bleichungen 20 identisch genügen und diese Bleichungen soll ist 
als Folgen aus den so detinirteii Substitutionen zu lietraehten sind, 
so kann mau in allen bisher aufgestellten Bleichungen diese Ver- 
tauschungen machen. 

Die erste Vertauschung geschieht, indem mau setzt : 

»*) — Vx- 

Durcii Auflösung dieses System es Bleichungen nach den Varialieln 
x erhält mail, wenn mau mit '!> (y„ , y, , . . . .»/„) die reciproke Func- 
tion von a-J bezeichnet: 



Digitized by Google 



• r x = *<*%«)•- 



Lineare Transformation der homogenen Functionen 2. 0. 195 



Es ist daher gleichbedeutend oh man setzt: 

4 9>Vj = y x »der x x = Jtf>(y x ;. 

Hiernach ist es erlauht, in allen unseren (Ile ir Inni- 
gen folgende Vertauschungen zu machen: 

(21). • • .(f' v =y* oder .Jch y x ) = x x . und e„ X % = Y x . 



Macht man diese Vertausrliung in der zweiten also darge- 
stellten Gleichung 20): 

•*« i v'(-T,) + -r, 1 $>'(«?,) + . . . .r„ J q>'(x.) = v u X' + v, X* + . . . r, X*. 



so erhält man die Gleichung : 



(22) . . . <P (y 0 , y yj = 



Yl , _*V . Lol 

^ ■ v. 



Die Bedingungen dieser Cilrirlmng 22) mul der Gleichung 
(19) fassen wir in dem folgenden Satze zusammen: 



Wenn die Substitutionen (I) und (2) die homogenen 
Functionen . . j-,) und q (x v .r,, . . . xj der zwei- 

ten Ord nung transformireu in: 



f i*o. * + H-Xf + • • • 

<p (* «. - r - v o x* + v, x* + . . . 

so transformiren die Substitutionen (3) und ,41 die re- 
ciproken Funclio neu F y„. y t , . ..y„ und </> y„, y„ . . . y.) in: 



Fii/o-y y.) 





®(y # . y.) — 





Ll 

V . 



Wir haben in dem Vorhergehenden zwei llülfsmittel ge- 
schaffen, um aus einer beliebigen Gleichung, die durch dir Sub- 
stitutionen (t) bis 4), welche die Transformationen (20) bewirken, 
eine identische wird, neue Gleichungen ahzuleiten , nämlich die 
Vertauschungen (18) oder (21). Da die auf diese Weise abgelei- 
teten Gleichungen wieder durch die. Substitutionen identische Glei 
clmngeu werden, so sind wir in der Lage die vorhandenen Glei- 
chungen in das Unbegrenzte zu vervielfältigen. 
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Macht man zum Beispiel in der Gleichung (22' die Vertau- 
schung (18) und in der Gleichung 19) die Vertauschung (21) und 
setzt der kürze wegen : 

(®) * _ ==: ^x" 

II 

su erhält man mit Einführung der neuen Bezeichnungen [+. , und <p_, : 

/•-. — 4 n*t). ... 4 /•>.)) 

= + 

(24) ... . 

<P-t = f’ ( -J <p'(Xa ) . Jv'W- ••• 4<p'(*j) 

= V 1.1V -I- v ' X* + . . . V-A7- 

A(| A| Ah 

Diese Gleichungen beweisen den Satz: 

Wenn die Substitutionen (I) und (2J die homoge- 
nen Functionen zw eiter Ordnung f x 0 , a-,, . . . x„i und 
g>(a-,,x xj trau sformiren in die Form: 

/■(*„, *i. • ■ • x * + f*t X* + . . . u.A'7 

qp(x»,x,. . . . x.) — v 0 x ' + v i -V,* + • • • 

so transformiren dieselben Substitutionen die homo- 
genen Functionen zweiter Ordnung: 

•UfW. */>.). ••• 4 /•'(*.))= /7, und 

^(ä9>«). 4 9>'(*i) 4^>.|) = <P-i in: 

U% ■= f*. W + f*. -V,' + ■ ■ • - ft. 1. V.*, 

9>-, = »W -V + v, 1 X,* +....*„£ .F.’. 

Dieser Satz ist die Ouelle zur Herleitung einer unbegrenzten 
Zahl von Gleichungen, welche durch die Substitutionen (|) und 
(2) zu identischen Gleichungen werden. Denn wir haben vier ho- 
mogene Functionen /",<?>,/!+. , , <f_, der zweiten Ordnung, von wel- 
chen je zwei den Bedingungen des Salzes genügen. Es lassen sich 
demnach aus je zwei derselben zwei nene homogene Functionen 
zweiter Ordnung herleiten, die durch die Substitutionen (21 Hin- 
auf die Quadrate der neuen Variahein .F znrürkfüliren. Diese 
neuen Functionen genügen aber wieder den Bedingungen des Sa- 
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Ues lind können zur Herleitung neuer homogener Functionen 
zweiter Ordnung von gleicher Eigenschaft dienen. 

Auf diese Weise sehen wir ans den beiden gegebenen Func- 
tionen (20) f und <p andere homogene Functionen zweiter Ord- 
nung von den Variahehl jc, f p und <p p , hervergehen, welche durch 
die Substitutionen (2) die Gestalt erhalten: 



u = v *' + f*i k p + . . . fi, k p x*. 

<P P = •'„V XJ + V, A, p .V,' + . . . y. X,” X*. 



wo p irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Alle diese Functionen sind rational in ltücksicht auf die Goefli- 
cienten in den gegebenen beiden Functionen f und <p , aus wel- 
chen sie hervorgegangen sind. 

Durch die Vertauschungen (18) und (21) gehen aus den ho- 
mogenen Functionen (26) die homogenen F p und <P p der zweiten 
Ordnung rücksichtiich der Variabein y hervor, die durch die Sub- 
stitutionen (4) die Gestalt erhalten: 



K = Kl 



(26', 



II 

Po 



+ K* 



>7 



y t ri 

*p ^ Vf + V J + 



V * 

+ . . . i/ — 

>v 



X? 



und welche ebenfalls rational aus den Coefiicicnten der gegebe- 
nen Functionen f und cp zusammengesetzt sind. 

Um noch andere merkwürdige Relationen herzuleiten, dilfe- 
renziren wir, indem wir uns die vorhergehenden Gleichungcu 
durch die Substitutionen (I) und (3) zu identischen Gleichungen 
gemacht denken, die erste Gleichung (26) nach ,r Ä und die erste 
Gleichung (26’ nach y x , wodurch wir erhalten: 

(27) . , . i /,’(«*) = n x " K" X„ + «*' Pi V X i + • • • «x” PoK" 

X, r 



28 






c x ° Y„ + e ' — K, + • 

* t*0 0 * 8i 



1 i 

e * — t\. ' 

» K 



Wir bilden ferner die Determinanten [a] vom (w + Ijten 
Grade rücksichtlich der Variahein .r: 

2 f (*») > 2 f (•*•>) • • • • \f i 3- *) 

29 ; . . [«] = i/i ( x »)> • • • ifi[ x *) . 

! !}/* (*«)>. 4 fm (*lj> ••• \fn (*«) l 
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Durch Einsetzen der Werthe (27) der Komponenten zerfällt 
diese Determinante nach (31) der siebenten Vorlesung in das Pro- 
duct zweier Deternduanten, von welchen die eine unter (8) mit 
A bezeichnet worden ist. Der andere Factor ist die Determi- 
nante: 

m. V-v„, fi.ü.w n.K'x, | 

Mo X g , ft, A, X\, ... fv„ A„ X n | 



! Mo *.* Xg , fl, A," X A n n X„ 

Aber diese Determinante ist nach (29) der siebenten Vorle- 
sung wieder das Product zweier Factoren, von welchen der eine . 
Factor ist: 

MoMi ■ • ■ M. X o A 'i • • • X n 
und der andere Factor die Determinante L\ 




Erinnert mau sich der llilduugsweise der Determinante L zu 
Anfang der siebenten Vorlesung aus der Entwickelung des Pro- 
ducts der Differenzen: 

(*. — Ao) (A, - Ao) . . . (A. - A_ t ), 

und bemerkt, dass in der Determinante L die oberen ludices 
der (irfissen A 0 , A„ . . . A„ wirkliche Exponenten bedeuten, so sieht 
man, dass jene Determinante eben jenem Producte gleich ist, wes- 
halb mau hat: 

(30) L = (A. — A.) (A, — AJ . . . (A„ - A„_,). 

Hiernach ist: 

(31) [«] = M„ Mi • ■ • Mn X 0 X, . . X, A L. 

Bildet mau in gleicher Weise die Determinante [r]; 
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( 32 ) ...[«]= 



,*VW, •• • JA’.Vjr. 



und setzt die Werthe (38) der Coni|iouoiiten ein, so erhält man 
nach analogen iiediictionen: 



(33) 



w 



}„ E L 



f*o f*i • • • f*» 

Setzt man endlich um ahzukürzcn : 



. («*) 



Jf 



fh, f*i 



so kann man die Gleichungen ;3t und ^3) also darstellen : 



-V„ .V, 



( 85 ) ■ . 



M 

M.A.L 



y y y — . 

*, r, ... r. — K ' h 



Es seien nun die Knlwirkeluugeu der in 2<1) und (33) deti- 
nirton Determinanten [«J und [c] nach Potenzen mul Producten 
der Variabein in denselben: 



(36) .... 



M =* £e «„ «, . . . «„ y° ° y 



«0 «1 
‘ r n * » . 


. . je 


» * 


«o 




ff» 




y 0 


y« • 


• • *Jn • 





woselbst die Grössen a und e rationale Functionen der Gnefücieu- 
teu in den gegebenen Futictionen f und ip darstellen. Setzt man 
diese Ausdrücke von [o] und [e] in (85) ein, so erfüllen die Aus- 
drücke (351 die Bedingungen des ersten Satzes der gegenwärtigen 
Vorlesung, durch dessen Anwendung inan mit Berücksichtigung der 
Gleichung (7) AE— 1 erhält: 



(37) 



rr„ 



Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn eine der 
beiden gegebenen Functionen f oder <p die Summe der Quadrate 
der Variaheln ist, zum Beis|iiel weiln : 



<P — + *|* + . . . .T**, 
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und wenn die Substitutionen (2) diese Function Iratisfuriuireii 
in: 

<r = x* + x,' + . . . -v.*. 

indem v„ = v, . . . = v, = t , während dieselben Substitutionen 
die Function f transformiren in: 

f= t*,X 9 ' + -V,* + ,o„ A„*. 

und man wird in dem Folgenden selten, dass die Substitutionen 
(2) diest» immer zu leisten vermögen. 

In diesem Falle sind uaeli einem früher gegebenen Salze die 
SiibstiLulionsroefUcienten « den entsprechenden e gleich. Es ist 
daher nach (6) A — E. lla ferner sich die Substitutionen (I) 
und 3) nur durch die Bezeichnung der Variabein von einander 
unterscheiden, so werden auch die Producte der einen von den 
Preducten der anderen in ihren Entnickelungen (3i) sich nur in 
der Bezeichnung der Variabein von einander unterscheiden; wes- 
halb man hat: 



oder : 



" a„ a, ... a„ • e a„ er, . . . «. 

M . A-. L E.L 

a, ... a„ 

«o et, ... a, ,tfl 



und wenu man diesen Werth von e„ „ „ in 37 substituirt, 

«0 a l • • • a n 

so erhält man: 



(38) 



l'. nr = zc„ 



• 



Mau sieht hier, wie sich das Quadrat eitles bestimmten Aus- 
drucks L. M zerlegt in die Summe von Quadraten. Verschwin- 
det der Ausdruck , so zerlegt sich die eine Bedingung seines Ver- 
schwindens unter der Voraussetzung der Keaiilät in so viele Bc- 
diugungsgleichungen als man verschiedene Quadrate hat, aus wel- 
chen das verschwindende Quadrat zusammengesetzt ist. 

In der sechsundzwauzigsten Vorlesung über die Bedingungen 
der Hotalionsoberflächen zweiter Ordnung wird im Falle n = 2 
diese Zerlegung des Quadrates L'.AP in die Summe von Quadraten 
dazu dienen, um ein dort auf! rötendes Paradoxon zu erklären. 
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Nachdem wir in den vorausgegangeuen Sätzen und Gleichun- 
gen manniehfaltige Eigenschaften der Substitutionen (1) bis (+), 
welche die Transformationen 20' bewirken, dargelegl haben, so 
bleibt uocli übrig diese Substitutionen selbst , zu bestimmen und 
die Werthe der Coeflirienten fi und v in den transformirten Aus- 
drücken 20 festzustellen. 

Ein Weg zur Lösung dieser Aufgabe ist bereits am Anfänge 
der Untersuchung angedeulet worden. Macht man nämlich in (20) 
die Substitutionen (2), so erhält man durch Vergleichung beider 
Seiten der Gleichungen (n + l) (n + 2) Gleichungen zwischen den 
(n l) (n -f- 3) zu bestimmenden Unbekannten. Diese Gleichun- 
gen hätte man weiter zu behandeln. 

Ein zweites dem angegebenen äquivalentes System Glei- 
rhuugen zwischen einer gleichen Zahl von Unbekannten erhält 
man, wenn man in (20) die Substitutionen (l) macht und beide 
Seiten der Gleichungen mit einander vergleicht. 

hi beiden Fällen sieht man, dass die Zalü der Unbekannten 
um (n + l) grösser ist als die Zahl der Gleichungen zwischen 
den Unbekannten. Daher müssen (w + l) von den Unbekannten 
willkürlich bleiben und die übrigen sich durch diese ausdrücken 
lassen. 

Versucht man das eine System von Gleichungen auf das -an- 
dere äquivalente zurückzurühren, so ergiebl sich daraus eine 
dritte Behandlung der Aufgabe, welche sich durch grosse Ein- 
fachheit für die Darstellung empfiehlt und der wir deshalb hier 
den Vorzug geben. 

Betrachtet man die Gleichungen (20) als identische durcli 
die Suhstitulioneu I) und difTerenzirt nach so erhält man: 

• hf'ixi) = + a l f‘, K + 

— <U° *'« x » + a l v , x i + • • • • a i ^ - 1 '.. 

Gleichungen, welche gleich wie die Gleichungen (20,) aus den Sub- 
stitutionen folgen. 

Die Substitutionen werden erfüllt , wenn man 

füi : JC U , Aj , . . . -tjj» , - • *1, 

setzt: o, », . . . i , ... o 

und zugleich 
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für : * 

setzt : e,,*, e,* <•„* . 

Die angegebenen beiden Gleichungen müssen dadurch auch er- ' 
füllt werden; weshalb Ulan bat: 

4/* WO = a \ 'V 

W ) = < v 

Kliniinirt man u* aus diesen Gleichungen, so erhält man mit' 

u 

Rücksicht auf die Bezeichnung 23; : “ = 

% v n 

(39) fXe?) - A x <p'(e?) = «• 

Aus dieser Gleichung geht, wenn inan lür I setzt 0, 1,2, . . n 
ein ganzes System von (n + l Gleichungen zwischen den [n + 2) 
ruhekau ulen hervor: 




Dieses System von (n + i Gleichungen ist linear und homo- 
gen in Rücksicht auf die letzten « + i llnhekannten. Kliininirl 
man dieselben, so erhfdt man die Gleichung vom n -f- l'ten Grade 
in Rücksicht auf die eine Unbekannte t x : 







«m 


^x f*t,o > 


«01 


J « ^01 > • 


• ■ «0- — 


^X^Oti 


* 


(40) , 


. J = 


, " ,0 


ix ®IO> 


«II 


- l % b „, . 


■ • «In - 


^1" 1 


= 0. 






«.0 


^«0» 


«»1 


— f**.,, • 




hKn 


1 



Die ’n + l) rnhekanuten Jt 0 , A,, . . . t, sind denmach die Wur- 
zeln dieser Gleichung 4 = o vom .n + I len Grade. 

Hat man dieselben bestimmt, so kann man aus dem Systeme 
Gleichungen 39) für jedes r. die Verhältnisse der Uuhekuunteu: 

e„*, c* <■„* 

berechnen, während das Verhältnis« von n y : e x durch die Glci- 
elumg 23) — =— gegeben ist. 
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Nimmt man an. die (n + j) Grössen v„, v,, . . . e, seien ge- 
geben, so bestimmt die Gleichung (23 j w x == *x ,, ’x ‘*' e ( B + 
Grössen fi 0 , fi, . . . . fl,. 

Um endlich nicht bloss die Verhältnisse von e * , r,*, . . . e* 
festzustelleu, sondern die Werthe dieser Grössen selbst, setzen 

wir in der zweiten Gleichung (20 für X 0 , X A' x , . . . X m re- 

speclive 0,0, ...1, ...0 und für x 0 , x x„ respeclive 

r 0 x , e*. . . . e* , wodurch diese Gleicbuug übergeht in: 



Kennt inan nun nach dem Vorhergehenden die Verhältnisse 
der SubstitutioiiscoefHcienIrn «„*,«,*, . . .e*, so giebl diese Glei- 
chung, weil t» x eine gegebene Grösse ist, die Werthe der Suh- 
stiliitionscoeflicienlen selbst. 



Lineare Coordin aten - T ransform ation . T rans- 

fbnnation rechtwinkliger C oordinatensy steme 
mit demselben Anfangspunkt. 

Wenn irgend drei Gleichungen zwischen den drei rechtwink- 
ligen Goordinateu x,tj,z eines beliebigen Punktes n im Itaume 
und drei anderen Grössen .V, Y, Z gegeben siud, so nennt man 
letztere im weitesten Sinne des Wortes Goordinaten des Punktes, 
weil sie gleich viel oh eindeutig oder mehrdeutig durch die ge- 
gebenen Gleichungen die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes 
und durch sie den Punkt x im liauiu bestimmen. 

Kin specieller Fall solcher Koordinaten sind die elliptischen 
Itaiuncoonlinatr ii , welche den Gegenstand einer besonderen Vor- 
lesung bilden werden. 



(41) 
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Ein anderer specieller Fall ist der, wenn die drei gegebe- 
nen Gleichungen von der Form sind: 




in welchen säinnitliche V lineare Ausdrücke allein der rechtwink- 
ligen r.onrdinaten bedeuten. In diesem Falle nennt man die Cnor- 
dinaten X, T,Z lineare Coordinateu, weil sie durch die 
rechtwinkligen Goordinaten eindeutig bestimmt sind , und weil sic 
/.ugleich wieder die rechtwinkligen Goordinaten eindeutig be- 
stimmen. ' • 

Um «lie geometrische Bedeutung dieser linearen Goordinaten 
festzusteiien , bilden wir die Gleichungen von vier Ebenen: 

P 0 = o, U, = o, U, — o, ü, — o, 

welche durcli die Transformationsformeln (l) gegeben sind. Auf 
diese vier, als die Seitenflächen eines Tetraeders, des Goordi- 
nateu-Tetraeders, aufgefassten Ebenen, werden wir die li- 
nearen Goordinaten beziehen. 

Die Gleichungen der vier Ebenen führen wir durch Multipli- 
calion mit den Factorcn « u , u , , u , , «, nach (5) der zweiten Vor- 
lesung zurück auf ihre Normalformen: 



A n s-s o, „4, = o, A f = o, A t -- s o, 

welche wir in (l) für die allgemeinen Formen einführen, indem 
wir setzen: 

U. = u, = V, = P.= - s - 

* f*n ' J»! * g* S f* 3 



Da in die Gleichungen i'. nur die Verhältnisse der FaCtoren 
fi eingelien, so kann man, ohne die Allgemeinheit dieser Glei- 
chungen zu beschränken, annehmen, dass snmmtlirhe Factoren p 
kleiner als i seien und gleich den Sinus gewisser Winkel, nämlich: 

f*o = si» “ 0 > f* j ; = sina,, fi, = sin«,, sin or 3 . 

Wir denken uns nun vier Hirhtungsliuien L 0 , 1, , L t . L, im 
Raume, jede derselben einer Seitenfläche des Tetraeders entspre- 
chend der Art, dass die Itichluugslinir L a mit der Seitenfläche 
(7 0 = o den Neigungswinkel t<„ bildet , dass die Itichlungsliuie L, 
mit der Seitenfläche U, = o den Neigungswinkel «, bildet, und 
so ferner. Ziehen wir alsdann von dem l'unkte ,-t vier gerade 
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Linien parallel den vier bestimmten Richtuugsliuieu ITfV sie re- 
speetive die Seitenflächen des Tetraeders schneiden , und bezeich- 
nen ihre Längen mit /, so haben wir. weil A 0 , A,, A,, A, 

nach (8) der zweiten Vorlesung die negativen Abstände des Punk- 
tes n von den Seitenflächen des Tetraeders ausdrücken: 

- I. = V a , - l, = U„ - l, = u„ - /, = u„ 
und die Gleichungen (l) gehen bei dieser Bezeichnung über in: 




welclie Gleichungen die geometrische Bedeutung der linearen 
Coordinalen X. Y, Z erkennen lassen. 

Löset man das System Gleichungen (l) nach den rechtwink- 
ligen Coordinalen des Punktes n auf, so erhält man Gleichun- 
gen von derselben Form: 




indem sämmttiche u lineare Ausdrücke der linearen Coordinalen 
X, Y, Z bezeichnen, von derselben Willkürlicbkeit in den Coeffi- 
cienten aLs die Ausdrücke U in den Gleichungen (l). Man kann 
daher auch die Gleichungen (2) an Stelle der Gleichungen (I) als 
die ursprünglichen nehmen. 

Es ist in vielen Fällen zweckmässig statt dreier linearer Co- 
ordiuaten vier homogene lineare Coordinalen. X, Y, Z, P 

X y Z 

zu brauchen . indem man für A\ Y, Z setzt -p • -p • . Sie be- 

deuten gerade die in dem Vorhergellenden bezeichneten Längen 
Multiplirirt man nach Einführung dieser vier Coor- 
dinaten Zähler und Nenner der Ausdrücke (2) mit P, so werden 
die u von der Form: 

«o — .1' + z, F + x,Z -)- x,P, 

, , «I = y„-V + y, Y + y, Z + y, P, 

«. = *o* + z,Y+z t Z + z,P. 
ti s = /> 0 X + p, Y + p t Z + p 3 P. 

Die. geometrische Bedeutuug der 16 Coeflicienten in diesen 
Ausdrücke» ergiebt sich, wenn man je drei von den linearen ho- 
mogenen Coordiuaicn gleich- o setzt. Setzt man zum Beispiel 
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Y- - />=: o, wodurch der Schnittpunkt der drei Ebenen 

ü,='o, U t — o, U 3 — o ausgedrückt wird, so erhält mail für die- 
sen Schnittpunkt aus (2) die rechtwinkligen Koordinaten: 



x 



y = h, 

Po Po 




Po 



Es sind hiernach x „ , y „ , z„ . p„ die rechtwinkligen homogenen Ko- 
ordinaten der Ecke des Koordinaten-Telraeders, welche der Sei- 
tenfläche U 0 = o gegeiifiber liegt, und so ferner. 

Ein specieller Fall unserer linearen Knnrdiuateii-Bestiimnung 
verdient hervorgehoben zu werden, weil er eine statische Deu- 
tung zulässt. Wir meinen den Fall, wenn p„ — p, ~ p t = p, = I, 
für welchen die Gleichungen (2) die Gestalt erhallen: 



(•») 



•r — y + **% + x t P 

x + r + z + p 

yo X + y, y + y,Z + y, P 

H x + y + z + p 

, _ *sX_+ + -» z + z,P 

x + }+/. + P 



Betrachten wir nämlich die Längen der lineareu homogenen 
Koordinaten X, Y, Z, P als Gewichte , welche an den Ecken des 
Coordinaten-Tetraeders ohne Masse in der Hichtung der Schwer- 
kraft wirken, so sind bekanntlich die Ausdrücke für x,y,z die 
rechtwinkligen Koordinaten des Schwerpunktes n des Systeme«, 
dessen Lage sich im Haume zugleich mit den Gewichten beliebig 
ändert. Di($e Gewichts-Koordinaten bilden das Fundament des 
barycentrischen Kaiculs von Moebius, eines der vielen Hülfsmit- 
tel zur analytischen Behandlung der Geometrie. 

Kehren wir zn dem allgemeinen Falle zurück und führen, 
indem wir für die rechtwinkligen (Koordinaten x, y. z setzen 

— , — , — die homogenen rechtwinkligen Koordinaten ein, so er- 
p v p 

gehen sieh aus (2) folgende Substitutionen: 



x = x 0 X -f x, Y + x,Z x, P, 

y — Vo X + y, Y + y, Z -f y a P, 

z = z„ 4’ + z, Y + z t Z + z , P, 

P — Po-F + pi F + p t Z -I- p a P 



Digitized by Google 




Lineare Coordinaten -Transfonnaliuu. 



207 



Mir IJebertragung ans dem rechtwinkligen System in das Tetrae- 
• der-System. 

Die aufgelösten Gleichungen (ä): 

X — u u x -f- v 0 y + + r„p, 

¥ ~ u,x + o,y + tv t 3 + r, p, 

' (6) 

. Z = u t x + e, y + it>,z + r,p, 

P = u,x + v,y + -f r,p 



dienen zur Debertragung aus dem Tetraeder-System in das recht- 
winklige System. Die Coeflicicnten in den letzten Gleichungen 
erweisen sich als die Coordinateu der vier Seitenflächen des Coor- 
dinateu-Tetraeders. 

Die Coeflicicnten in beiden Substitutionen (ä) und (6) siud 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes n. Sie hängen ab 
vou der Lage der Coordiuatensystenie zu einander und ihrer Ge- 
stalt. Sie hängen ausserdem ab von den liichtungslinien L, weil 
in die Substitutionen nicht bloss die Verhältnisse der homogenen 
Coordinaten der Ecken oder die Verhältnisse der homogenen Co- 
ordinaten der Seitenflächen des Coordinaten-Telraeders cingehen. 

Wenn neben dem genannten Tetraeder-System noch ein zwei- 
tes derselben Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen von dersel- 
ben Form als (5) derf Uebergang von dem rechtwinkligen System 
in das zweite Tetraeder-System. Setzt man in beiilen Systemen 
Gleichungen die Ausdrücke x einander gleich, ebenso die Aus- 
drücke für y , und so ferner, so erhält man Delationen für die 
llebertragung von einem Tetraeder-System in ein anderes Te- 
traeder-System. Die Auflösungen dieser linearen Delationen nach 
den Coordinaten ein und desselben Systemes führen wieder auf 
Gleichungen von der Gestalt (ä) zurück. In diesen Gleichungen 
hängen die Coeflicicnten der Coordinaten des anderen Systemes 
allein ab von der Lage der Tetraeder- Systeme zu einander, von 
ihrer Gestalt und voii den Dichlungsliuicn beider Systeme. 

Durch diese linearen Transformationen ändert sich die Ord- 
nung einer homogenen Gleichung nicht. Deshalb wird jede ho- 
mogene Gleichung der Coordinaten der zweiten Ordnung, gleich- 
viel auf welches lineare Coordinatensyslcm . sie sich bezieht, im- 
mer eine Oberfläche zweiter Ordnung darstellen, sowie eine ho- 
mogene Gleichung erster Ordnung eine Ebene: und eine lieliebig 
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gegebene Oberfläche zweiter Ordnung oder Ebene wird in jedem 
linearen (Koordinatensystem sich durch eine Gleichung zweiter 
oder erster Ordnung analytisch ausdrücken lassen. 

Nimmt mau an. die Gleichungen (ä) seien die Transforma- 
tionslbrmelu zur Uebcrlragting von einem Tetraedersystem in ein 
beliebiges andere, und es sei die Gleichung einer Ebene in dem 
ersten System gegeben: 

ux -+■ vy tu z + rp = o, 

so geht dieselbe durch die Substitutionen ( 5 ) über in eine von 
gleicher Form: 

UX + VY +• fVZ + RP=o, 

indem man hat: 

V = x 0 u + y„v + z„rv + p„r, 

V — x,u + y,v + z,n> + p, r, 

(7) 

fV = x,u + y,v •+• z,tv + p,r, 

R = x,u + y s v + l,n> + p,r. 

Nennt inan die die Ebene im ersten (Koordinatensystem be- 
stimmenden (Koeflieienten u,v,tu,r homogene Ebenencoor- 
di na ten in dem ersten, und demnach die (Koeflieienten U, V, W, R 
homogene Ebeneucoordinaten in dem zweiten linearen (Koordina- 
tensystem, so hat man zur Gebert ragimg aus dem einen System 
in das andere die Gleichungen (7). 

Löset man diese Gleichungen auf, um die Ebenencoordina- 
ten des ersten Sysleines auszudrückeu (buch die entsprechenden 
Ebeneiicoordinateu des zweiten Systcmes, so erhält man, da die 
Gleichungen (6) die Auflösungen sind der Gleichungen ( 5 ), auf 
Grund von (231 der siebenten Vorlesung: 

u — u„ U + u, V + 11, W -f- u,R , 

» = v„U + v V + v ,}V+ V ,R, 

(«) 

n> = w 0 U -f- w, V + ru, W + w,R , 

r — r„U + r t V -f r t IV + r, R, 

Auch diese Substitutionen ändern die Ordnung einer homo- 
genen Gleichung nicht. Es ist daher in jedem linearen Coordi- 
nateiisystem eine homogene Gleichung der zweiten Ordnung in 
Ebeneucoordinaten der analytische Ausdruck für eine Oberfläche 
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zweiter Ordnung , mul eine homogene Gleichung der ersten Ord- 
nung der analytische Ausdruck für einen funkt. 

Wir sehliessen diese allgemeinen Betrachtungen mit der Be- 
merkung, dass, wenn inan in der Gleichung einer auf ein belie- 
biges lineares Cnnrdinatensysteni bezogenen Oberllärhe zweiter 
Ordnung in fuiikteoordiuaten eine der (Koordinaten gleich n setzt, 
man den analytischen Ausdruck der (Kurve erhält, in welcher die 
eine Seitenfläche des (Koordinaten -Tetraeders die Oberfläche schnei- 
det. Da hierdurch die Ordnung der Gleichung sich nicht ändert, 
so nennt man mit liecht jede Schnittcurve einer Oberfläche zwei- 
ter Ordnung und einer Ebene, die wir in der vierzehnten Vor- 
lesung als einen Kegelschnitt erkannten, eine (Kurve zweiter 
O r d n ii n g. 

Als einen speciellen Fall des Telracdrr-Coordinatensystems 
lässt sich das schiefwinklige (Koordinatensystem betrachten. Demi 
lässt inan drei Ecken des (Koordinalen-Telraeders in das Unend- 
liche fallen, und nimmt an, dass drei von den Hichtungslinien 
respertive den drei im Endlichen liegenden Kauten des Tetrae- 
ders parallel gehen, so hat mau das schiefwinklige (Koordinaten- 
system. 

Um aus den allgemeinen Transformationsformeni ii), (3) die 
diesem Falle entsprechenden herzuleiten, hat man zu setzen 
p 0 = p t = p t zl— o, und da für alle im Endlichen liegenden funkte 
die ihnen entsprechenden unendlich grossen Werthe von P ein- 
ander gleich und ronstant sind, so nehmen die Gleichungen '2) 
die Form an: 

.r == aX + a Y + a'Z + a~, 

(9) TV 9 — bX + b'Y + b"Z + b”, 

z = cX + c'Y + c'Z + c", 

woselbst n" = — , b" *= — , c" — M die rechtwinkligen 

Pi Pi Pi 

(Koordinaten der iin Endlichen liegenden Ecke des Coordinaten- 
Tetraeders, des Anfangspimktes des schiefwinkligen Systernes, be 
deuten. Diese Bedeutung ergiebt sich auch aus den Transforma- 
tionsformeln (ät, wenn man daseihst setzt: X=Y=Z=o. 

Der Durchgang durch das Unendliche zur Herleilung der 
Formeln (9) wird auf folgendem Wege vermieden. 

H«i»r, Analyt. Geontrlr. \\ 
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Es seien: 



■4 0 — o, .4, = o, .4, = o 



die Normalfornieii der Gleichungen der drei Koordinalenebeiien 
irgend eines schiefwinkligen Koordinatensystems bezogen auf das 
zuin (.runde gelegte rechtwinklige Koordinatensystem. Hedeuten 
iiiiu x, ;/, z die Koordinaten irgend eines l'nnktes n im Haunie. 
so sind A„.A,,.4 t die negativen senkrechten Abstände des l’nuk- 
les n von den erwähnten drei Knordiuatenchcncn. Bezeichnet 
mau mit a t .a,,a, die Winkel, welche die Schnittlinien je zweier 
Koordiiiateiiebcueii , die Koordiiiatenaxcn des schiefwinkligen Sy- 
steme*, mit der dritten Koordinatenebene bilden, iiud mit X, Y, Z 
die Koordinaten des Punktes n in dem schiefwinkligen System, 
welche den Koordinatenaxen parallel gehen, so hat man zur Be- 
stimmung dieser Koordinaten folgende lineare hleiehungen: 



(10) . . . X — 



-Ag 

sin 



1 = 



— A, 
siu«/ 



Z 



-A, 

sin er, 



in welchen die geometrische Bedeutung der in ihnen enthaltenen 
12 Konstanten ohne Weiteres zu Tage tritt. Hie Aullösungcn die- 
ser Gleichungen nach den Koordinaten des rechtwinkligen Syste- 
men gelien aber Gleichungen von der Form (4). 

Wie diese Gleichuugeu (o) den I ebergang vermitteln von dem 
rechtwinkligen Koordinatensystem in ein beliebiges schiefwinkli- 
ges Koordinatensystem, so dienen analog gebildete Gleichungen 
mit veränderten Konstanten zur Transformation von dein recht- 
winkligen System in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Koordi- 
natensystem. Setzt man nun iii beiden Systemen Gleichungen 
die Ausdrücke für .r, für y u. s. w. einander gleich, so erhält inan 
drei lineare Gleirhuugen zur llebcrtragung von dem einen schief- 
winkligen System unmittelhar in das andere. Aus den Auflösun- 
gen dieser Gleichungen nach den Goordinaten ein und desselben 
Systemes gehen Gleichungen hervor, wieder von der Form {(9), 
wobei zu bemerken ist. dass die 12 Goeflirieuten in den aufge- 
lösten Gleichungen unabhängig sind von der Lage des beliebig 
im Baume gewählten Punctcs n, und mir abliängen von der Lage 
und Gestalt der beiden Goordiuatensysteme. 

Wir werden im Folgenden aunelimen, die Gleirhuugen (9) 
seien die Transfurmatiousfornieln von einem schiefwinkligen Koor- 
dinatrusystcMi in ein beliebiges anderes schiel winkliges Goordi- 
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natensystem , um die geometrische Bedeutung der 12 (Konstanten 
unter dieser Voraussetzung zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den beliebigen Punkt n im 
Hauine in den Anrangspunkt des zweiten Coordinateusystemes 
XYZ fallen, indem wir setzen X=Y--Z = o, wodurch die 
Coordinaten des genannten Anfangspunktes in dem ersten Systeme 
erhalten werden x — a",y — b'",z = c". Es bedeuten also 
die Constaulen a",b'",c" in (9), die Coordinaten des An- 
fangspunktes des zweiten Syslemes in dem ersten. 

Setzen wir x a", y b", z -f- c" respective fflr x, y, z, so 
ändern wir damit nur den Coordinatenanfangspunkt des ersten 
Coordinateusystemes, indem wir ihn in den Coordinatenanfangspunkt 
des zweiten Systeme» verlegen , lassen aber die Richtungen der 
Coordinateuaxen des ersten Systeuies uugeäudert. Durch diese 
Veränderung gehen die Gleichungen (9) Ober in: 

x = aX-\-a'Y-Y aZ, 

(II) y ~ bX + b'Y + b"Z, 

z — eX -(- c f + c"Z. 

Sic vermitteln den Uebergang von einem beliebigen schiefwinkli- 
gen Coordinatensystein in ein beliebiges anderes schiefwinkliges Co- 
ordinatensystem mit demselben Anfangspunkt. 

Um die geometrische Bedeutung der 9 Constaulen in diesen 
Gleichungen zu ermitteln, welche dieselben sind als in den Glei- 
chungen (9), verlegen wir den beliebigen Punkt n des Raumes 
in die X Axe , vom gemeinsamen Anfangspunkte beider (Koordina- 
tensysteme um die Einheit eutferut. Fällt man uun Lothe von 
dem so gelegenen Punkt rt auf die yz, zx, xy Ebene und bezeich- 
net die Winkel, welche die AK Axe mit den geuanuleu Ebenen 
bildet, mit (X,yz), (X, zx), (X,xy) u. s. w. , so sind die Lothe auf 
die genannten Ebenen respective gleich: 

sin [X, yz), sin (X, z x), sin (X, xy) 

und durch die Coordinaten x, y, z des Punktes n in dem ersten 
System ausgedrückt : 

xsin(.r,yi), ysiii(p,ix), z sm(z,xy). 

14* 
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Weshalb man für (len bezeichnten Punkt n hat: 

sin i X . yz) f sin (X, zx) __ sin (X,xy) 

" T sin (x, yz)’ ^ ~ sin {y, zx) ’ ‘ sin (:, xy) 

Da aber für den so gelegenen Punkt n ist X = I , V=Z = o, so 
hat mail aueh nach (II): 

.c — a , y — b , z = c 

und daher: 

sin (X, yz) b sin (X, zx) sin (X, xy) 

sin (x. yz)’ sin (y, !*)' sin (z, xy) 

, Auf diese Weise erhält inan die folgende geometrische Be- 
deutung der 9 Coellicieiiteu in (9) oder (IIJ: 

^ sin (X. yz) ^ N sin (X, zx) ( shi (X, xy) 

' sin (x, yz) ’ sin (y, zx)' siu (z, xy) ’ 

< sin ( J~. yz) b - __ sin < 1 ", : x) f . sin ( xy) 

' sin \x, yz) ’ sin (y, zx) ’ sin (z, xy) ’ 

sinj_Z._yz) b * sin (Z, zx) c <» sin (Z, xy) 

siu(x, yz)’ sin (,y. zx)’ ‘ ~ sin xy)' 

Aus dieseu (ileirhuiigen ergeben sieh , wenn das erste Koor- 
dinatensystem rechtwinklig ist, folgende Werth« der 9 tioefB- 
cieiiten : 

(i =.■= cos X. x) , 6 — cos [X, y) , c = cos [X, i) , 

I . . a = cos ( X, x) , b ' — cos ( y. y ) . c = cos(}', t}, 

. , <i” a» cos [Z, x' , b = cos ( Z , y). r = cos ( 1 , z). 

Wenn beide Coordina tens vst eine rechtwinklig sind, welchen 
Fall wir allein in dem Folgenden in Betracht ziehen werden, 
müssen sich diese 9 Koeflieieuten durch die drei Bestimmung*- 
Stücke der Lage des zweiten Systeme* zu dem ersten aiisdrücken 
lassen. 

Kuler drückt die 9 Coefßcienlen aus durch drei Winkel, 
nandieli durch die beideu Winkel, welche die Schnittlinie der 
Loorduiatenebenen xy und .VI' mit der xAie und mit der .l'Axe 
bildet, und durch den Neigungswinkel, den die genannten bei- 
den t.oordiuatenebciien bilden. Ila jedoch diese Ausdrucksweis« 
der Symmetrie gänzlich entbehrt, so stellt er in einer zweiten 
I eliamlliuig des Kegeuslaudes die 9 C.ooflicienleli als Functionen 
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von vier Winkeln in symmetrischer Weise dar. Er wählt zu die- 
sem Zwecke die drei Winkel, welche die Drehuugsaxe, um die 
das eine (Koordinatensystem gedreht werden muss, um in die 
Lage des andern zu kommen, mit den (Konrdinalenaxen bildet, 
und den Drehungswiiikel. Indem er diesen symmetrischen Aus- 
drücken der 9 Coellicienlen noch die symmetrische Relation zwi- 
schen den genannten drei Winkeln der Drehuugsaxe beifügt, so 
giebt ihm diese. Relation einen Ersatz für die erste Ausdrucks- 
weise durch drei Bestinunungsstürke. 

Monge bewahrt die Symmetrie, indem er ilie 9 LoefHcieut 
ten durch drei derselben a, b\ c" ausdrückt, welche eine symme- 
trische Lage zu den übrigen haben. 

Alle diese Ausdrücke sinil irrational, in den Euler 'selieu 
Formeln ist die Irrationalität nur verdeckt durch den Gebrauch 
der Sinus- und Cosinus-Functionen. Wir werden es im Folgen- 
den vermeiden irrationale Ausdrücke zu gebrauchen, indem wir, 
wie es bereits üblich geworden ist, alle 9 CoefUcienten heihehai- 
ten, sie aber durch die 6 Bedingungen beschränken , welche zwi- 
schen ihnen stattfindeu. 



Es seien die Transforinationsfortneln für ein rechtwinkliges 
Coordinatensysleni in ein beliebiges anderes rechtwinkliges (Koor- 
dinatensystem mit demselben Anfangspunkt: 

x = aX + a'Y + aZ, 

(1+) y = b X + b'Y + b"Z. 

z = c X + c Y + c Z. 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes n im 
Raunte von dem gemeinsamen Anfangspunkte der (Koordinatensy- 
steme ist in dein einen Systeme .r’ -f- y' + z' , in dem anderen 
X + J * + Z Man hat daher die durch die Substitutionen (14) 
identische Gleichung: 

(15) + Y* + Z*. 

Wenn inan in diese Gleichung die Wertlie der (Koordinaten 
(14) des erstcu Systeme» eiusetzt, und beide Seilen der Gleichung 
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vergleicht . so erhält man die 6 zwischen den 9 Coeflicienten der 
Substitutionen stattfiudeuden Relationen: 





«* + 


6’ + c* = 


1. 


aa"+ b l) -f- c'c”= o. 


( 16 ) . . 


. «* + 


«.'* -|- c' f == 


f. 


a ’a -)- b”b + c"c= o. 




«'’ + 


b”’+ c”’ = 


1, 


au + bb -f- cc = o. 



Hass diese 6 Bcdingungsgleirhuugrn hinreichen, um unter 
der Voraussetzung, dass das erste Koordinatensystem ein recht- 
winkliges sei , auch das andere Koordinatensystem zu einem 
rechtwinkligen zu machen, geht aus der geometrischen Interpre- 
tation dieser Gleichungen hervor. Denn mit Rücksicht auf (|3) 
drücken die drei letzten Gleichungen (16) die Bedingungen aus, 
dass die Goordinatenaxen des zweiten Systemes auf einander senk- 
recht stehen , während die drei ersten die bekannten Bedingungen 
sind zwischen den Kosinus der Winkel, welche die Goordinaten- 
axen des zweiten Systemes mit den Goordinatenaxen des ersten 
Systemes bilden. 

Welche Relationen man überdies ohne weitere Beschränkung 
zwischen den 9 Coefficienten ableiten mag, sie werden sich alle 
aus den angegebenen 6 Bedingungsgleichungen ( 16) ahlciien las- 
sen. Die nachfolgenden Relationen bieten Beispiele für Ableitun- 
gen der Art dar. 

Von den unendlich vielen, zwischen den 9 Goeflicienten der 
Substitutionen (14) stattfindenden Relationen, werden wir auf dem 
einfachsten Wege nur die gebräuchlichsten entwickeln. 

Wir difTerenziren zu diesem Zwecke die durch die Substitu- 
tionen (14) identische Gleichung 15) nach den Variahein -V, Y, Z, 
wodurch wir erhalten: 

X = ax + by •+• cz , 

(17) Y = ux -f b'y -+• cz, 

7. = ax -f b"y -|- c'z, 

welche Gleichungen die Auflösungen sind der Substitutionen (14) 
mit denselben Goeflicienlen, aber veränderter Anordnung. 

Die Substitution von (17) in die Gleichung (15) und die Ver- 
gleichung beider Seilen der Gleichung mit einander giehl: 
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0* 


+ a * + o’* = 


= 1, 


6 c + 6 c + 6' c’” o, 


(18) ... 6* 


+ 6'* + 6' * ~ 


1, 


c u + cu + ca = o. 


e* 


+ c* + c"’ = 


1, 


o 6 + ab + a 6 ’ = o. 


Bildet 


man die Determinante A: 










6, c 




(19) . • > • 






6, c 










b , c 





= ab'c -f- ub'c -f- tt'bc — ab'c — abc' — a b'c 
und erhebt dieselbe zum Quadrat, so erhall man: 





ff f 


b, c 




«i , 


b , c 


A> = 


a. 


b\ c 






b\ c 




1 n ”' 


b", c 




a”, 


b , c 



oder nach (3f) der siebenten Vorlesung: 



jo* + 6* + c*. oo-J-66' + c c, 

A* ==: 00 + 66 + cc, a * + 6 * + c *, 
|a"a+ 6 ”6 + c"c, a o’ + 6 6+ e c, 
und mit Hfieksichl auf (|6): 



ua + 66’ +cc’ 

«V'+ b b ’+e'c ’ 

o "* + 6"« + c "« 



zf‘ = 



I. 0, 0 
0, 1, 0 
0, 0. I 



Die Determinante A selbst ist hiernach entweder + l oder 
— I. Wir werden im Folgenden annehmen , sie sei gleich + l. 
Denn wäre sic — l , so brauchte man nur für X, Y, Z respeclive 
zu setzen — X, — Y, — Z, was geometrisch darauf hinauskäme die 
negativen Dichtungen der Coordinatcnaxen des zweiten Courdina- 
tensystemes für die positiven zu nehmen. Wir haben daher: 

(20) - A = 1. 

Es Ist diese Determinante A der gemeinsame Nenner der 
Bruebwerthe der Fuhckannteu X , F. Z, welche die directe Auf- 
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lösung der Gleichungen ,14) ergiebt. Vergleicht luan diese di- 
recten Auflösungen mit den Auflösungen (|7), so erhält man fol- 
gende Relationen . 





bc — 


b'c = a. 


ff» »t> 

ca — ca 


= b. 


ab 


— a b = 


(2t). 


. . b"c — 


bc” a , 


c'a — ca 


= b\ 


a"b 


— ab" = 




bc - 


b'c = a". 


cd — ca 


= b". 


ab' 


— ab = 



Von diesen 22 Relationen zwischen den 9 Coefficienten der 
Transformationsformeln für ein rechtwinkliges Gnordinatensystem 
in ein beliebiges anderes rechtwinkliges Koordinatensystem mit un- 
verändertem Anfangspunkt mafht inan den häutigsten Gebrauch. 
Kiue Beachtung verdienen jedoch auch die folgenden Relationen: 

Wenn man das Product der Variabein nach den Substitutio- 
nen (17) also darstellt: 

( 22 ) X YZ = £^« oUl ax y«, *«,, 



so hat man folgende Werthe der Eulwkkelungscoeflicienten A: 



— aan ”> A m, *= bb'b‘\ A m = cc'c", 

A lw = a bb + ab'b -f- a b b' , 

A t m = a c c + ac c + a cc , 



(23) 



= 


b cc" 


+ b'c'c 


+ 


b 'c c. 


U = 


b a'a'' 


-f- b'a' a 


+ 


b an y 


u - 


c a'a 


-f- c a 'a 


+ 


ca d. 


L = 


c b'b" 


+ c'b'b 


+ 


cb b\ 



A IU — ab'c" + ab'c -f- ab'c -f- ab c" a bc + ab'c. 



\ 



Zwischen diesen Grössen A findet nach (15) der achtzehnten Vor- 
lesung folgende Gleichung Statt: 

1 = 6 {A^ + Al„ + + A*, t 

(**) 

"H 2 j A* m ■+■ A] ot -f- A^ lt + A\i 0 -f- ■^»oi A lt i ( • 

denn die Ausdrücke K an der gciiauulen Stelle sind den ilinen 
entsprechenden Ausdrücken A in dem vorliegenden Falle gleich. 
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Die 10 Quadrate, aus welchen die Gleichung (14) zusammen- 
gesetzt ist, lassen sich auf 7 Quadrate zurückfübren , wenn man 
auf Grund von (16) bemerkt, dass: 

•^ito 4" ^itn 4~ = 0, 

(25) A oii + + 3^o» = °» 

•^»i 4* -'^«i 4" 3-^oos = °- 

Denn man hat nach der ersten von diesen Gleichungen. 

9 -^joo — 4“ ~ ^iw ^ im 4" A*. 

Addirt man zu dieser Gleichung folgende: 

^lot) = -^Ito ^101 4“ ^lol- 

so erhält man: 

9^'m> 4* Mt» ■d m ) > — 2 (Ata 4" An)- 
und in gleicher Weise: 

9 Alt\ 4" M„|, == 2(^011 4* -^«io)> 

9^003 4" M»>| ^Oil)* — 2 Mio, 4" ^0«l)> 

wodurch die Gleichung (24) übergeht in: 

l-= 15 {^3» 4- A*) 4- Am»} 4- ^11 

( 26 ) • • • . 

4- (Au -^I0t) 4" (Alt Al») 4" (•'^«01 • 

Diese Gleichungen geben Veranlassung zu einigen kurzen Be- 
merkungen. 

Wenn man statt von den Substitutionen (14) von den Sub- 
stitutionen (17) ausgegangen wäre, so würde man analoge Glei- 
chungen erhalten haben, welche aus den Gleichungen (23) bis (26) 
bloss dadurch hervorgehen, dass man die Vertauschungen 
macht: 

d mit b , a mit c , b" mit c. 

Man kann demnach sagen, dass die rechten Theile der Glei- 
chungen (24) und (20) durch diese Vertauschungen sich nicht ändern. 

Der Hinblick auf den Werth des letzten Ausdruckes (23) 
lehrt, dass durch die genannten Vertauschungen der Ausdruck 
uugeänderl bleibt: 

•Gii • 
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Setzt mau die Wertbe von A sm , A „, 0 , A M3 aus (25) in die 
Gleichungen (24) uud (26) und eliuiinirt nach der Entwickelung 
die Summe der 6 gleichartigen Quadrate A aus den beiden Glei- 
chungen, so ersieht man aus der resultirendcn Gleichung, dass 
durch jene Vertauschungen auch folgender Ausdruck iiugeäudert 
bleibt: 



(27) 



4- 4 



+ 



Bleibt aber dieser Ausdruck iiugeäudert, so lehrt die durch 
(25) veränderte Gleichung (26) , dass ebenfalls die Summe der 6 
Quadrate uugeändert bleibt: 



(28) .... + A'„, + .4l„ + A 3 | q Am + A ot 

Die Gleichung (24) endlich beweist, dass durch die ange- 
gebene Aenderung auch folgender Ausdruck sich dem Wertbe 
nach nicht ändert: 

(29) • • • ^aiw> + Ala + A aoa - 



Aus diesen einfachen Bemerkungen folgen coiu|dicirle Rela- 
tionen zwischen den Substitutionscoefticienlen, deren direcle Her- 
leilung nicht ohne viele Rechuuug zu bewerkstelligen ist. 

Will inan die in (23) dargestellten Ausdrücke zugleich mit 
den SuhstitiitionscoefHcienlen in den Galcul einführen, so ist fol- 
gendes ein kräftiges Mittel zur Entdeckung neuer Relationen. 

Man kann die Ausdrücke (23 also ordnen: 



3 -- «(«'«") 4- a {«'•>) + «>«'), 

A tl0 = b(a'a ") 4- ti[a"a) 4- b”[aa), 

A v» =*= c(ua) 4- e\a'a ) 4- e\a a). 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Substitutionen (14), so 
sieht man, dass für die Werthe der Variabein .V — a'a", Y~a"a, 
Z -~aa die Variahcln des anderen Systemes die Werthe anneh- 
men x — 3-4*h>. y ~ A„ 0 , z = A tol . ln dieser Weise correspon- 
diren folgende Werthe der Variahehl: 



x, y, z, X, Y, Z. 



-i J A A 

* ' ^*300 ’ y3 *IO’ * 

^ * 'Alf I » 

* ^ott » ^ ‘Auf » 



aa\ a"a f 
b'b'\ b"b , 
cc\ c"c , 



a a , 
bb\ 
c c. 
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Wenn man diese eorrespondirenden Werlhc für die Varia- 
bein in die bereits hergcleiteten G leie billigen oder überhaupt in 
Gleiehnngeu einsetzt, welche durch die Substitutionen (14) oder 
(17) identische werden, so erhält man Relationen der complicir- 
testen Art. 

Nehmen wir jedoch nach diesen Andeutungen die Substitu- 
tionen (14) wieder auf. Aus ihnen geht mit Rücksicht auf (21), 
w enn mau aus je zwei Gleichungen eine der Variabein X, Y, 2 
elimiuirt , folgendes System von Gleichungen hervor: 

cy — hz = dZ — d'Y, 
c'y — b'z — d’X — uZ, 
c"y — b"z = a Y — dX, 

az — c x = dZ — b" Y, 

(30) dz — c'x = d'X — bZ, 

d'z — c'x — b Y — b’X, 

bx — atj = cZ — c'Y 
b‘x — dy — c"X — cZ, 
b"x — d'y = r Y — c'X. 

Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit b'c'X, 
die zweite darunter stehende Gleichung mit bcY, und zieht die 
letztere von der ersten ab, so erhält man: 

cc'y{b'X —hY) + bb'zlc Y — c’X ) 

— ab'c'ZX -f- nbcYZ — o".l' Y(bc + de). 

Benutzt man zur Umformung des rechten Theiles dieser Gleichung 
die Gleichungen (18) und des linken Theiles die Gleichungen (30) 
und (16), so erhält man scldiesslirh : 

, . add'yz -f- bb'b"zx + cc’c'xy 

' ‘ ' —abcYZ + ab'c'ZX + a"b"c"XY. 

Die Bedingung, unter welcher diese Gleichung stattlindet, 
wiederholen wir in dem folgenden algebraischen Satze: 

Wenn die Substitutionen (t+) die Gleichung (15) zu 
einer identischen Gleichung machen, so machen die- 
selben Solist i tu tio neu auch die Gleichung (31) zu einer 
identischen Gleichung. 
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Geometrisch gedeutet sagt dieser Salz aus, dass die Coordi- 
natenaxen zweier rechtwinkligen Systeme mit demselben Anfangs* 
punkt auf einem Kegel zweiter Ordnung liegen. Denn man er* 
hält die Gleichung des Kegels, auf welchem die Coordiuateuaxen 
der beiden in Betracht gezogenen rechtwinkligen Systeme liegen, 
wenn man einen der gleichen Ausdrücke {31 gleich o setzt. 

Die Gleichung einer Ebene in der Form: 

ux + ry + vs + l=o 

durch die Substitutionen (14) transformirt auf das zweite recht- 
winklige Coordiuatensystein führt auf eine Gleichung zurück von 
derselben Form : 

UX + V Y + WZ +i=o, 

indem man hat: 

U = a u + b v + c w , 

(32) V — au + b'v + r'w, 

W — a"u + b" v -p c"w. 

Es sind dieses die Transformatioiisformeln für Ebenencoor- 
diualrn aus einem rechtwinkligen System in ein anderes eben- 
falls rechtwinkliges System mit demselben Goordinalenanfangspunkt. 

Der Vergleich mit den Substitutionen (32) zeigt, dass mau 
nur die Punktcoordinaten mit den entsprechenden Ebencncoordi- 
naten zu vertauschen braucht, um die Transformationsformeln für 
die einen aus den anderen zu erhalten. Macht man diese Ver- 
tauschung in ((4), so erhält man die Auflösungen der Gleichun- 
gen (32): 

u = aV + a’V + a"W. 

(33) v = bU + b'V + b"W, 

w = cU + c'V + c"W. 

Wenn nun in dem Vorhergehenden die 9 CoeflQcicnten in 
den Substitutionen (14) oder (t7) keiner weiteren Beschränkung 
unterlagen als der, dass die Substitutionen die Gleichung (16) 
zu einer identischen machen, so werden auch die 9 Goeflicienten 
in den Substitutionen (33) oder 32' nur die einzige Bedingung zu 
erfüllen brauchen, dass die Substitutionen die Gleichung: 

(34) «’ + p* + w» = V* + y* + W' 
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zu einer identischen Gleichung machen , wenn das zweite Coor- 
dtnalensysteni ein hcliehiges recht winkliges sein soll mit dem sei- 
hen Goordinatenanfangspunkt als das erste rechtwinklige Coordi- 
nalensysteni. 

Macht man endlicli die angegebene Vertauschung der Punkt- 
iiikI Ebenencoordinaten in der Gleichung ;3i), so erhält man: 



(35) 



uii'a'vßv bb'b'wu + cc'c'uv 
= ubeV W + a'b'c TV U+ a"ü"c"U V. 



welche Gleichung geometrisch ausdrückl, dass die Goordiuatcn- 
ebenen zweier rechtwinkligen Systeme mit demselben Coördinaten- 
anlängspunkl einen Kegel zweiter Ordnung berühren. 






«4M* 



Zwanzigste Vorlesung. 

Transformation der Oberflächen zweiter Ordnung 
auf die Hauptaxen. 



Man hat in der sechszehnten Vorlesung gesehen . welche Will- 
kür herrscht in der Iiestimmung eines Syst eines harmonischer 
Pole einer gegebenen Qherfläche zweiter Ordnung. Diese Will- 
kür wird einiger Maasseu besclträukl, wenn man einen der vier 
harinouischen Pole mit dem Mittelpunkt der Obertläche zusaiu- 
menralleu lässt, wodurch die drei anderen in das Unendliche ver- 
legt werden. Die Verbindungslinien der im Unendlichen liegen- 
den drei Pole mit dem Mittelpunkte der Oberfläche sind coiiju- 
girte Durchmesser der Oberfläche. Wenn diese auf einander senk- 
reihl stellen, so hat man die Ifaiiptaxcu der Oberfläche. 

Dass alle diese liedingungeu sich erfüllen lassen, kann mau 
auf folgende Art Hinsehen. 

Beschreibt mail um den Mittelpunkt der gegeheuen Ober- 
fläche zweiter Ordnung, den inan der Einfachheit wegen für den 
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Goordinalenanfangspunkl wählen kann, eine Kugel mit einem ge- 
gebenen limlius, so hat man, <la die Kugelnberlläelie aueh eine 
Oberfläche zweiter Ordnung ist, zwei gegebene Oberlläehen zwei- 
ter Ordnung, für welche das beiden geuteiusame System liarino- 
nischer Pole narb Vorschrift der serbszeluden Vorlesung bestimmt 
werden kann. Einer von diesen Holen ist der gemeinsame Mit- 
telpunkt der beiden Oberflächen, itenn die (Koordinaten dessel- 
ben genügen den Gleichungen (3) der sechszehnten Vorlesung, 
welche das beiden Oberflächen gemeinsame System harmonischer 
Hole bestimmen. Die drei anderen Hole liegen in dem Unend- 
lichen. Erwägt man aber, dass die Holarebene der Kugel immer 
senkrecht steht auf der Verbindungslinie des l'oles mit dem Mit- 
telpunkte der Kugel, so sieht mau. dass die Holarebenen der drei 
Hole im Unendlichen in llürksic.ht auf die Kugel drei in dem Mit- 
telpunkte auf einander senkrecht stehende Ebenen sind. Diese 
Ebenen schneiden sich in drei von dem Mittelpunkt ausgehenden, 
auf einander senkrecht stehenden, geraden Linien, die den Mittel- 
punkt mit den drei Holen im Unendlichen verbinden. Sie sind 
daher die llauptaxen der gegebenen Oberfläche. 

Das Problem der llauptaxen . einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung kommt hiernach darauf zurück, das der gege- 
benen Oberlläehe mul einer Kugel, mit demselben Mittelpunkt 
als die Oberlläehe, gemeinsame System harmonischer Hole zu be- 
stimmen. Dieses Problem ist in grösserer Allgemeinheit in der 
sechszchuten Vorlesung behandelt worden. Da man jedoch in 
dem vorliegenden Kalle einen Hol des gemeinsamen Systemes har- 
monischer Hole kennt , nämlich den gemeinsamen Mittelpunkt bei- 
der Oberlläehen. so wird die im allgemeinen Falle aofzuloscndr 
Gleichuug J — u vom vierten Grade sieh in dem vorliegenden Falle 
auf den drillen Grad reduriren. Es werden überdies noch Spe- 
rialitälen auftreten, 'die eine von dem vorhergehenden unabhän- 
gige Rchaudluug des Hrnbleines wünschenswert h machen. 

.Nachdem wir auf diese Weise die Existenz der llauptaxen 
einer Oberlläehe zweiter Ordnung aus einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkte nachgewi<«en haben, so wollen wir jetzt untersuchen, 
welche Form der Gleichung : 

f[x, y, z. t) = o 

eine Oberfläche zweiter Ordnung haben muss, wenn die Haupt- 
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axen der Oberfläche den Axen des rechtwinkligen Goordinaten- 
systeines, auf welches sich die Gleichung der Oberfläche bezieht, 
parallel sind. 

Der Mittelpunkt der Oberfläche und die auf den drei Coor- 
dinatenaxen im Unendlichen liegenden Punkte bilden ein System 
harmonischer Pole der Oberfläche. Die Gleichungen der Polar- 
ebenen der drei letzten Pole sind: 

/■'(*) =» o, f'iy) = o, f\z) = o. 

Da diese Ebenen aber den Coordinatenaxen parallel sein müs- 
sen , so darf in jeder dieser Gleichuugcn nur eine von den Va- 
riabein Vorkommen. Dieses iriflt jedoch uur zu, wenn in der 
Gleichung der Oberfläche, die Produete yz, zx, xy fehlen. Es ist 
daher das Verschwinden der drei Produete der Variabein in der 
Gleichung der Oberfläche die llcdingung, dass das rechtwinklige 
Goordiuatensyslcm , auf welches sich die Oberfläche bezieht, deu 
Hauptaxon der Oberfläche parallel sei. 

Fasst man das Problem dei Hauptaxcn allgemein auf, um 
auch die Oberflächen zweiter Ordnung ohne Mittelpunkt mit hcr- 
eiuzuzichen . indem mau verlangt, dass irgend ein Coordinaten- 
system bestimmt werde, dessen Axen den Hanptaxen einer gege- 
benen Oberfläche zweiter Ordnung parallel sind, so lässt sieh das- 
selbe rein algebraisch also ausdrücken: 

Die Substitutionen zu bestimmeu: 



x --= o X +■ n Y + tz”Z, 

fl) • • • ,. y b'Y + b"Z, 

i ~ c JL' -+- c! Y -f- r"Z, 
welche die Gleichungen: 

(2) x* + / + z* = .V* + r + Z 1 , 

(3) <p(x, y. z) = IX* + i, Y* + X,Z> 



zu identischen Gleichungen machen, wenn: 

(*)... <r (x, i/. «) = a n „ x' + a n y‘Jr «„ + 2a „yz -(- 2«,„ zx + 2«„, xy. 
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Es wird hierbei vorausgesetzt , «lass <p (a\ y, z) die Summe der 
Glieiler zweiter Ordnung sei in «ler Gleichung der Oberfläche 
zweiter Ordnung f [x, y, z, I) = o, von welcher die Hirhtungeu 
der Hauptaxeu zu bestimmen sind. 

Um die Auflösung dieses algebraischen l'roblemes vorzube- 
reiten, dilTerenziren wir die identische Gleirhung (ä) nach den 
Variabein X, T, Z, wodurch wir erhalten : 

X =2 ax by -f- c i , 

(ä) V = ax + b'y + cz, 

Z a" x b’ y' -f- c"z, 

nnd bringen die aus diesen Gleichungen durch Substitution von t i) 
sich ergebenden Relationen (|6) der vorhergehenden Vorlesung 
wieder in Erinnerung: 

«* + ä* + e* = 1 , aa" -+■ b'b" -f- cf“ =. o. 

* • I ' * 

(6) . . . . a* + ft* + c* = 1 , u'a b'b -p. c'c t= 

«”* + 6”*-}- c"* = I, na -f- bb' + cc = o. 

Die Differentiation der identischen Gleichung (3) nach der 
Variable X giebt: 

+ bg>'[y) + c<p\z) — 2 k X, 

welche Gleichung nach Substitution von fö) sich auch so darstel- 
ien lässt: 

xtp\a) -f y <p\b) + z<p'(c) — 2i {ax -f- by + rz). 

Diese Gleichung, welche unabhängig ist von den Werthen 
der Yariahelu in ihr, zerfällt in folgende drei Gleichungen: 

$>'(«) = 2 A a , 

(7) tp'(b) = 2kb, 

<jp’(c) = ilc. 

Da in diese Gleichungen nur die Verhältnis*«; a:b:c der zu 
bosliminimden Substitiitinus-Coeflicnmten , welche die Stelle von 
zw«'i Unbekannten vertreten, und die Unbekannte 1 eiugehen, 
so werden sich durch «iieselhen die drei Unbekannten bestimmen 
lassen. Uui die genannten Subsülntioiis-GoelUcieiiteii selbst zu 
bestimmen , wird die erste Gleichung (6) zu Hilfe zu nehmeii sein. 
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Durch Differentiation der identischen Gleichung (H) nach den 
Variabelu Y oder Z erhält mail in gleicher Weise: 

<p\a) = 2A, a. <p’(a") = 2/1,«". 

(8) q>\b') = 2/1,6', <?'(&") — 2A,ö", 

g)'(r') -- 2A,r', <p’(c") — 2 A t r", 

Gleichungen von derselben Form als die Gleichungen (7), aus wel- 
chen mit Zuziehung der zweiten und dritten Gleichung (6) in 
gleicher Weise die Werthc der Unbekannten des Problemes sich 
ergeben. Wir werden uns daher begnügen können aus dem Sy- 
steme der Gleichungen (7) , welches sich also darstellt : 

(« 00 — X)a + a ol b + <i 0 ,c — u. 

(9) «io° + («ii — A)6 -f- «,,c = o, 

«»o« + «» i 6 + (a, , — A) c = o, 

die Werthe der in ihnen enthaltenen Unbekannten zu bestimmen. 
Bezeichnet mau mit J den Ausdruck : 

«0 0 1/ «0 1 * «0 * 

(tO) d «Io/ «ll A, «II 

j «» 0 / «11/ «* t A 

■ ' («0 0 A) («II A) («* * A) *4* 2«! , «,o «0 1 

(«oo AJ «i, 1 («i i A) a,o («, , A) « 0 * 

und eliminirt aus (9) die Unbekannten «, 6, c, so erhält man zur 
Bestimmung der Unbekannten A die kubische Gleichung: 

(11) J = o. 

. Die Wurzeln der kubischen Gleichung müssen gerade die 
Werthe der Unbekannten A, A, , A, sein, denn auch die bei- 
den Systeme Gleichungen (8) rühren auf dieselbe kubische Glei- 
chung zurück. 

Wollte man nach Feststellung der Werthe der Wurzeln 
der kubischen Gleichung J — o, von welcher das Problem der 
Hauptaxen ahliängl, die Verhältnisse von a : 6 : c aus zwei von den 
Gleichungen (9) bestimmen, so würde das zu einem unsyuiwetri- 
Heiif, Amlyt. Geomelc 15 
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sehen Kcsnltate ffdiren. Wir werden deshalb dir genannten Ver- 
hältnisse ans je zwei von den ('.leirlitingen 9’ festslellen , tun die 
Hesnltate in symnietriseher Weise zu Iteinitzen. 

Wir führen zn dem genannten /werke die Ilczeiehnungen ein: 
4« = ,'!f = («II— i) (»1! — i) — 



/l " = rfiTi — (“** — *) K» — *) — a S>’ 
= ^7 f = ("®° — (“>■ — *) — n *>> 



2 




= i 


/ <u 
(*«*« 


+ 


dj \ 
du,,) 


= 


«01 «o* — 


(«00 


a„. 




== ^0* 


= 'il 


t dj 


+ 


dj \ 
dn bi) 


= 


«*1 «10 


(«11 — 


* 


^0 1 


= cJ, 0 


I 

*2 


/ dj 
\da n | 


+ 


dj \ 
dn,„) 


= 


«*0 «*l 


(«ft 


*) o»i- 


Alsdann 


erhalte 


n wir 


aus 


9) in der 


angecleiiteten 


WVise : 








a : 


b : r 


= 


: 


^0 1 


■ 4... 










n : 


b : c 


= 






: 4,. 










a : 


b : c 


= 


^10 • 




: 







Mulliplirircn wir die linken Tlieile dieser Gleirhnngen respective 
mit a, It, c, so erhallen wir durch Vergleichung mit ihren rechten 
Theilcn nac h Kinlhhrnng eines zn bestimmenden Midtiplirators ,u : 

4, 0 , filze = J lt , 

(•3) fib* = J lt , ficti -- J, a , 

fic* = J tt . fiab = J 0l . 

Der Multiplieator wird bestimmt durch die Gleichung: 

fl s= zf 0 « + Al + 

welche ans der Addition der drei ersten Gleichungen |.t Tiervor- 
gelit mit llei'ücksichligtmg von ti . Der rechte Tlieil dieser Glei- 
chung ist nichts anderes als der negative nach it genommene 
Dilferentialcpiolient von J. Man hat daher: 
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Es lässt sirli aber dieser Factor « nnrb bequemer durch die 
drei Wurzeln der kubischen Gleichung A — n ausdrücken. Be- 
trachten wir zii diesem Zwecke die Gr Asse k in dem Ausdruck 
A als eine variable Grösse, so bähen wir unter der Vorausse- 
tzung, dass A 0 , A,.A, die Wurzeln der kubischen Gleichung seien, 
identisch : 

- 4 = (1 - aj (1 - 1.) (k - Jl,). 

und daher: 

- d -ji = [k- i.) (k - A t ) + (k- k,) (k - l 0 ) + (i - k„) (I - k,\. 



Setzen wir in dieser Gleichung k 0 für A. wodurch die beiden 
letzten Glieder der Gleichung verschwinden, und hierauf, indem 
wir zu der ursprünglichen Bedeutung von A. der Wurzel der ku- 
bischen Gleichung, zurückkehren , A für A u , so erhalten wir: 

(U) (* = - = (* ~ *,) {k - !*)• 

Durch Mulliplicalinn zweier von ilen drei letzten Gleichun- 
gen (|3) und Division durch die dritte wird: 

p n* = J °< , ,<//’ = , pc* = 



woraus sich die gesuchten Wertlie der Siihslitutioiis-GoefHcienlen 
ergehen: ^ = /A t a .A a > 

r P * 2 

<“> '••••*- 

c = r/ J '~ 

y (‘••Jo. 



Wir haben hier das doppelte Vorzeichen der (juadralw urzel- 
Grössen fortgelasscn. Man könnte ebenso gut sämmllichen Qua- 
dratwurzel-Grössen auch das negative Vorzeichen zuerlheilen, je- 
doch nicht einer allein das entgegengesetzte Vorzeichen der ül»ri- 
gen. Denn unter diesen Umständen würde man durch Verbin- 
dung der Gleichungen (15) nicht die Gleichungen (13) erhalten, 
von welchen man ausging. 

Die Suhstitutious-Gocfticienten a,b\e oder u ,b",r" erhält 
man aus diesen Ausdrücken ; I b ) , wenn man die Wurzeln k und 
A, oder k und A, der kubischen Gleichung mit einander vertauscht. 

15 * 
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Kino kubische Gleichung kann entweder drei rcpllc Wurzeln 
oder eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben. Hätte die 
kubische. Gleichung A = o, auf welche das Problem der Ilaupt- 
axen führt, zwei imaginäre Wurzeln, so würde für die Trausfor- 
ination der Oherllächen zweiter Ordnung auf die llauptaxen in die- 
sem Kalle die geometrische Interpretation der Substitutionen (1) 
ihre Geltung verlieren. Es ist daher folgender Satz von grosser 
Bedeutung: 

Die kubische Gleichung A = o, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung abhängt, bat nur reelle Wurzeln.. 

Cauehy beweiset diesen Satz, selbst in seiner Ausdehnung 
auf den Fall, dass die Zahl der Variabein in dem vorgelegten 
algebraischen Probleme unbeschränkt ist, welcher Fall bei der 
Berechnung der seeularen Störungen der Planeten cintritt, in fol- 
gender Weise. 

Wenn die kubische Gleichung A — o eine Wurzel hätte von 
der Form: A = /> + </t, so müsste dieselbe Gleichung auch eine. 
Wurzel haben 1, — p—qi. Demnach würden die Grössen a,l>,c 
mul d, b' , c die Form haben : 

n = P -J- Qi, a = P — Qi, 

b = P, + Q,i, b' — P,— Q,i, 

r = P,+ Q,i, c 1\ - Q,i , 

Da aber zwischen den Grössen a,b,c und a,b',c die Gleiclmug 
Statt lindet : 

ad -p bb' -f- ec o, 

so batte man: 

/* + /»,* + P,' + Q' + 0 ,' + 0 ,’ = o. 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die Summe der 
Ouadrale von reellen Grössen gleich n sei, was unmöglicii ist. 

Das Bedenken, dass unter den (juadratwurzclzeichen der Aus- 
drücke ( 1 5) negative Grössen stehen könnten, wird beseitiget, 
wenn man erwägt, dass diese Grössen ihrer Zusammensetzung 
nach dasselbe Vorzeichen halten und dass «’ + fc* + c* = 1. 

Setzt man in dem Ausdrucke (10) A die Grösse A gleich o. 
so gellt derselbe in den Ausdruck l> (13) der dreizehnten \’orle- 
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stmg über, dessen Verschwinden die Bedingung ist, dass die 
Oberlläciie zweiter Ordnung, lim welche es sich handelt, keinen 
Mittelpunkt habe. Man kann daher sagen: 

Oie Bedingung, dass eine Oberfläche zweiter 
Ordnung keinen Mittelpunkt habe, fällt zusammen 
mit der Bedingung, dass die kubische Gleichung, von 
welcher die Hauptaxeu der Oberflächen zweiter Ord- 
nung abh äugen, eine Wurzel gleich o habe. 

Wie beschaffen auch die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sei, im Kalle die Oberfläche einen Mittelpunkt 
hat, wird man sie durch Verlegung des üoordinatenanfaugspunk- 
tes in den Mittelpunkt auf die Form bringen können, in welcher 
die Glieder der ersten Ordnung fehlen. Durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Coordiualcnaxen kann man sie end- 
lich ziirückiuhreii auf die Form: 

(16) ........ A-c’ + A,y* + A,r’ + ö = o. 

Hat dagegen die Oberlläciie zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt, 
so kann man die Gleichung derselben durch Veränderung der 
Richtung der rechtwinkligen Goordiuatenaxen zurück führen auf 
die Form: 

A,y* + A,i* + ax + ßy + y* + <* = o, 

und durch nachträgliche Veränderung des Coordiualeiianfangs- 
punkles auf die Form: 



(17) A,y* -f- A,s’ -(- ax = o, 

oder wenn A, =o ist, auf die Form: 

(18) A t z’ -f- ax + ßtj = o. 



Nach den Vorzeichen der in diesen Gleichungen enthaltenen 
Gonslauleu unterscheidet man die verschiedenen Geschlechter der 
Oberflächen zweiter Ordnung. 

Das Ellipsoid: 



( 19 ) 





l = o. 



( 20 ) 



Das imaginäre Ellipsoid: 

■r* u* -I 

Sr + S + 5P+i“‘ 
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Das Hyperboloid mit einer Mantelfläche: 

.rJ j« 

<*•) -. + 5-?- ,tso - 

Das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen: 

•i v t -* 

221 _ Ä* _ C* 1—0. 

Her reelle Regel: 

».t »t .t 

j + m ~ r* = 0 

Her imaginäre Kegel: 

m ••■„« + i« + - •• 

Die Oberllächen zweiter Ordnung obne Mittelpunkt unter- 
scheiden sieh wie folgt : 

Mas elliptische l’ara holoid: 

(«) A» + p - ux = »• 

Has hyperbolische l'araholojd: 

(*) g _ r| _ „ x = 0 . 

Her parabolische Gy linder: 

( 26 )* i* -f a.v + ßy — o. 



Zu erwähnen ist noch der Fall , w enn in den Gleichungen 
(21) und (22) der Coeflirienl *, verschwindet. In diesem Falle 
stellen die genannten Gleichungen einen elliptischen Cylin- 
der und einen hyperbolischen Gy linder dar. 

Die Namen dieser Oberflächen sind hergeuomnien von den 
Kegelschnitten, in welchen die auf den liauptaxen senkrecht ste- 
henden Ebenen die Oberflächen schneiden. Mau muss diese 
Schnittcurven sludiren, um eine Anschauung zu erhalten von 
den verschiedenen namentlich aufgeffdirten Oberllächen zweiter 
Ordnung. 

Mau braucht die Gleichungen der Oberllächen zweiter Ord- 
nung nicht auf diese Formen zttrückziiführcu, um die vcrschie- 
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denen Geschlechter zu erkennen, Denn da die kubische Glei- 
chung d = 0 , von welcher die Ilauptaxeu der Oberfläche abhüu- 
gen, nur reelle Wurzeln bat, so giebt die Kntwickelung der ku- 
bischen Gleichung nach Potenzen der Unbekannten in ihr Auf- 
schluss hierüber. 

Haben nämlich alle Glieder der kubischen Gleichung das- 
selbe Vorzeichen, oder haben die auf einander folgenden Glieder 
abwechselnde Vorzeichen, so ist die Oberfläche eines der beiden 
Fllipsoidc. im entgegengesetzten Falle ist die Oberfläche eines 
der beiden Hyperboloide, kommt noch die in der vierzehnten 
Vorlesung entwickelte Bedingung für den Kegel hinzu, so ist die 
Oherfläthe in dem ersten Falle ein imaginärer Kegel, in dem 
zweiten Falle ein reeller Kegel. Haben die auf einander folgen- 
den Glieder der quadratischen Gleichung, auf welche die kubi- 
sche Gleichung J — o im Falle der Oberfläche ohne Mittelpunkt 
zurückführt, gleiche oder abwechselnde Vorzeichen, so ist die 
Oberfläche ein elliptisches Paraboloid , in jedem anderen Falle 
ein hyperbolisches Paraboloid. Für den parabolischen Gylimler re- 
ducirt sich die kubische Gleichung J = u auf eine Gleichung des 
ersten Grades, indem zwei Wurzeln derselben verschwinden. 

So einfach auch die in (15) angegebenen Wertlic der Sub- 
stitutions-Coeflicienfen a,b,c sind, so nehmen sie doch eine we- 
nig übersichtliche (gestalt an, wenn inan die Wertlie 12 ) und (I-*) 
snbslitiiirt. Wir führen deshalb statt der 6 Goiislanten in der 
Function cp (x, y, :) 6 neue Constaulcu ein, indem wir setzen: 





a o i a n t o t 

n ro * 

ö lt 


ßi rt oo — 


(27) • ■ 


a \t a \o at 

■ ■ 4. “ P ' ’ 


ß* — «i i = «, 




a t o °l 1 £ 2 

— P* ’ 


ßt — — «« 



Die drei ersten Ausdrücke können wir in der Thal gleich Qua- 
draten setzen, weil dieselben ihrer Zusammensetzung nach das- 
selbe Vorzeichen haben. Hätten sie sämmllirh das negative Vor- 
zeichen, so müsste man in der Gleichung der Oberfläche alle 
Glieder mit — i multiplicireu , um sie positiv zu machen. 
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Durch Einführung dieser neuen Gonstanten in (15) nehmen 
jene Ausdrücke die einfachere Gestalt an: 



»i + i 



ß," 



wenn man setzt, 



ri / («« ~ 4 ~ i) («I ' 4 * D («t + *) 

~ V (i - i.) (i - 1.) 



Ei11e.11 gleich grösseren Vnrlhcii erlangt man durch Einfüh- 
rung der 6 neuen konstanten in die kubische Gleichung J — u, 
welche dadurch folgende einfache Gestalt gewinnt: 



ß") .... 



(«0 + *) (“1 -H) («» + i) 
ft.» , _fc!_ , _jK_ 

n„ -j- i «i + i «, ■+■ A 



Denn beachtet man den Wechsel des Vorzeichens des linken 
Theiles der Gleichung, wenn mau X von -f- 00 bis — 00 abneh- 
men lässt, indem man voraussetzt, dass: 

( 31 ) 



so sieht man die Wurzeln der kubischen Gleichung zwischen den 
Grenzen liegen: 

die grösste Wurzel X zwischen -(- 00 und — «, , 

(32) . . . die mittlere Wurzel A, zwischen — er, und — er,, 
die kleinste Wurzel 1 , zwischen — er, und — o 0 . 



Diese Feststellung der Grenzen von Jaco bi,, innerhalb wel- 
cher die Wurzeln der kubischen Gleichung J — o zu suchen sind, 
macht nicht allein den von Gauch v angegebenen Beweis dpr 
Realität der Wurzeln übeillüssig, sondern ermöglichet auch ein 
tieferes Eingehen in einen Ausnahntefall , den wir bisher ganz 
unherürksiriitiget gelassen haben. Wir halten den Fall im Auge, 
wenn zwei Wurzeln 1 und t, der kubischen Gleichung einander 
gleich sind. 
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In diesem Falle wird der Ausdruck (29) für B unendlich 
gross, und init ihm auch die Ausdrücke (28), welche aus der 
Auflösung der linearen Gleichungen (9) hervorgegangen sind. 

Ein solch unerwartetes Unendlichwerden der YVerthe von Un- 
bekannten in einem besonderen Kalle pflegt ein Zeichen zu sein, 
dass die YVerthe der Unbekannten aus Gleichungen berechnet 
worden sind, welche in dem besonderen Falle nicht unabhängig 
von einander sind, und sich daher zur Berechnung der Unbekann- 
, ten nicht eignen. YY’ir werden in dem vorliegenden Falle diesem 
Umstande näher nachzuforschen haben. 

YVenn die Wurzeln der kubischen Gleichung k und A, einan- 
der gleich sind, so kann, wie aus der Bestimmung (32) der Gren- 
zen der YVurzeln ersichtlich ist, die gleiche YVurzel nur den 
Werth haben — er,. Dieser Werth der Wurzel in die kubische 
Gleichung (30) gesetzt giebt: 

ßt («i — «*) («0 — “.) = O. 

Es ist daher mit Rücksicht auf (31): 

“t = «i- 

Bemerk^ man ferner , dass der in (30) dargestellte Ausdruck für 
J zwei gleiche Facloren A -f- er, babtfti muss, so sieht man, 
dass auch: 

a, = a 0 . 

Die kubische Gleichung A — o hat daher nur unter der Be- 
dingung zwei gleiche YVurzeln, dass: 

a„ = a, = «,, 

und die gleiche YY'urzel ist: 

(33) X = k, = — or 0 = — er, = — 

Denn wenn die zwei kleinsten Wurzeln der kuBischen Gleichung 
einander gleich sind , so kommt man mit Vertauschung der YVur- 
zeln in gleicher YY’eise zu demselben Resultat. 

Setzt man nun, um für den Fall zweier gleichen YVurzeln 
eine Einsicht zu gewinnen in die Natur der Gleichungen (9), ans 
welchen die YVerthe der Substitutions-Coeflicienten a,b,c in (28) 
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hervorgegangen sind, in die drei Gleichungen (9) der Heilte nach 
lür 2 die gleichen Wertbe: 

— «o. — «i. — ««. 

so sidil man aus ihnen mit llerürksichligung der drei letzten 
Gleichungen (27) folgende drei Gleichungen hervorgehen: 

(V« + «oi * + a„ t c — o, 

«10« + ßt *ft + «,,C = O, 

««o« + «t|ft + ßfC = o. 

Diese drei Gleichungen kommen aber durch Substilulion der 
VVerthe von ßß, ßß, ßß aus (27) zurück auf die eine Gleichung: 



— + — + 

»n «to 



Ebenso redudren sich in dein vorliegenden Falle die drei 
ersten Gleichungen (8) auf die eine Gleichung: 

a.h’ e 

(Ai) — + — + — = o. 



Die drei letzten Gleichungen (8) dagegen, welche der drit- 
ten ungleichen Wurzel X 4 entsprechen, lassen sich auf*die im 
allgemeinen Falle angegebene Weise behandeln. Aus ihnen er- 
gehen sich schliesslich die Werlhe der Subslilutions-CoefTicieuten 
a", ft”, c”, die man aus (28) durch Vertauschung von X mit 2 t er- 
hält, in der Form: 

, «" = f*A>. ft" =801. c' = pß, 

[36) 

" V i" __ V " __ V 

«1 t Ü t<\ «01 

Wenn wir nun auch in dem Falle ungleicher Wurzeln der 
kubischen Gleichung die Verhältnisse der Substitulionseoeflirien- 
ten a:b:c aus je zwei Gleichungen (7 und die Verhältnisse von 
a : h' : c aus je zwei Gleichungen des ersten Systcnies (8 berech- 
nen konnten, so hört diese Berechnung doch auf in dem Falle, 
dass 2 = 2,, in welchem das System Gleichungen (71 sich auf die 
eine Gleichung (34 , und das erste System Gleichungen (8) sich 
auf die eine Gleichung !35) reducirt. Die Fonnein (28 , in wel- 
chen diese Berechnung in dem vorliegenden Falle erzwungen ist, 
müssen deshalb illusorisch werden. 
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Wenn X = A, , so hat mail zur Bestimmung der 6 Subslilii- 
tions-Coefficienten a, b, c und a, //, c nur 5 Gleichungen, näinlirh 
die Gleichungen (34) und (35) in Verbindung mit den drei Glei- 
chungen : 

«* -|- b * + c* == I , 

(37) -(- 5' 1 + c* = 1, 

aa -f- bb’ -f- cc = o, 

« eichen 5 Gleichungen man auf unendlich viele Arten genügen 
kann. Die Substilutions-Cocflicienlen a ", b", c" sind bestimmt durch 
die Gleichungen (36) in Verbindung mit der Gleichung: 

(38) . «"* + 6"’ -f- c"* n= t. 

Bei dieser Uestimmung geht aber die Function <f>[x,y,z) 
durch die SuhsLioncn (i) über in: 

<p(x, y, z) — XX* + X F* + X,Z * 

und die Oberfläche zweiter Ordnung, um welche eS sich handelt, 
ist eine Rotations-Oberfläche. Denn führt man die Glei- 
chung der Oberfläche durch Verlegung des rrrhlninkligen Coor- 
dinateusystemes auf eine der unter (19) bis (26) * angegebenen For- 
men zurück, so sieht man, dass jede Ebene, welche senkrecht 
steht auf der, der ungleichen Wurzel entsprechenden, Coordiuateu- 
axe, die Oberfläche in einem Kreise schneidet, dessen Mittelpunkt 
in dieser Coordinatcnaxe liegt. 

Es ist hiernach die Bedingung, dass eine durch ihre Glei- 
chung in rechtwinkligen Punktconrdinalen gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung eine Rotations-Oberfläche sei, folgende: 

(39) <* 0 =s «, = a,. 

Wenn die kubische Gleichung J = o drei gleiche Wurzeln 
haben soll, so muss erstens die Bedingung (39 erfüllt werden, 
und da sich der durch (30) gegebene Ausdruck von J in drei 
gleiche Factoren zerlegen lassen muss, so folgt daraus noch die 
Bedingungsgleicbuug : 

ßo* + ß* + ßt= o, 

welche in die drei Gleichungen zerfällt: 

ß« == ßi = ßi := 0 1 
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oder, wenn man vermittelst (27) auf die urs|irüiiglichen Gonstan- 
ten der Function <p(x,y,z) zurückgeht: 

(40) «n = «*o = «oi = o. 

Diese Gleichungen drücken aus, dass die Function <p{x,y,z) 
schon die Form habe, auf welche’ sie in dem allgemeinen Falle 
zurfickzu führen ist. 

Die Gleichuugen (39; und 40) sind die Bedingungen für die 
Kugel. 

Wenn man schliesslich an Stelle der 6 Gonstanten in die 
Function tp[xry' z) die neuen Gonstanten durch (27) einführt, 
so stellt sich dieselbe also dar: 

(4t) . . . <p(x, y, z) = ov + ß,y + ß,z)‘ — K®* + + «.**)• 

Hätte man diese Form der Function tp (x, y, z) statt der Form (4) 
gleich am Anfänge gewählt, so würde tiian mit überraschender 
Einfachheit di« Lösung des Probleines gefunden haben. Diese 
Lösung des Problemes der llau|itaxen der Oberflächen zweiter 
Ordnung werden wir mit grösserer Ausführlichkeit wieder auf- 
nehmen, nachdem wir zuvor als Einleitung dazu das leichtere 
Problem der Hauptaxcn der Gurvett zweiter Ordnung in analoger 
W eise behandelt haben werden. 

Es sei noch erwähnt, dass das behandelte algebraische Pro- 
blem sich als Maximums- oder Minimums-Aufgabe auflasseu lässt: 

Die Wcrthe der Variabein zu bestimmen, welche 
eine gegebene homogene Function tp(x,y,z) zu einem 
Maximum oder zu einem Minimum machen, wenn 
zwischen den Variahein die Bedingungs-Gleichung 
.r* + y* -f- — l=o statt findet. 

Denn, wenn mau nach den bekannten Regeln der Diflercn- 
tialrechming die , die Werllic der Variabein bestimmenden, Glei- 
chungen aufstellt, so wird man linden, dass sie auf die behan- 
delten Gleichungen hinauskommen. 
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Einundzwanzigste Vorlesung. 

Das Problem der Hauptaxen der Curven zwei- 
ter Ordnung. Confocale Kegelschnitte und el- 
liptische Coordinaten in der Ebene. 



Das Problem der Ilauplaxen einer Gurre zweiter Ordnung 
in der Ebene, analytisch anfgefasst . besteht darin: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, wel- 
che die Gl eie buu gen: 



(I) ** + y* = X* + Y\ 

f») *(*.*) = *.«**+ hT* 



zu identisehen Gleichungen m.arben, wenn <p(x,y) 
eine gegebene homogene Function der zweiten Ord- 
nung ist von den Variabein sc und y. 

Wir werden, indem wir die Lösung dieses Pro'blemes be- 
absichtigen, annehinen, dass die Function cp (x_, y) die Form 
habe : 

(3) . . . . <p(x, y) = (ß„x + ß,y)* — (o 0 .t* + a,y'), 

auf welche Form sich die gegebene Function leicht zurückfäh- 
ren lässt. 



Die Substitutionen, welche die Transformationen (1) und (2) 
bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 



(♦) 



x — a"X + a'Y, X — ti°x + b a y, 
y = b°X ’-f- b'Y , Y = äx + b'y. 



Dass die Auflösungen der Substitutionen gerade d'.e angegebene 
Form haben, gehl hervor aus der Differentiation der durch die 
Substitutionen identischen Gleichung (l) nach X und Y. 
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lim nun die vier Goefficienten in den Substitutionen (4) zu 
bestimmen, werden wir die Grössen B 0 und B, einführen durch 
folgende lineare Gleirliungen , deren Auflösungen wir zugleich 
beifügen : 

ßo = a°B 0 + a'B, , B, = a% + b°ß t . 

ß, = + h'B,. B, = aß 0 + b'ß x . 



Mil Hülfe dieser Gleichungen gehen aus der identischen Glei- 
chung 2) durch Differentiation folgende Gleichungen hervor: 



o _ B n ßo , 0 __ B„ ff 

«« + 1/ «, + V 

„■ = ■ 

«o+A,' «I + A, 



Denn differenzirt man die genannte Gleichung nach x und setzt 
X = 1 , V — o und zugleich .r — n°, y = b°. welches letztere 
durch die Substitutionen (4) geboten ist , so erhält inan mit llück- 
siciit auf (5) die erste Gleichung (6) u. s. w. 

Auf di ese Weise haben wir die vier zu bestimmenden Sub- 
slitutions - CoelTlcienten ausgedrückt durch die vier neuen lln 
bekannten B 0 , B ,, deren Werllic noch festzusteHen sind. 

Midtipliciren wir zu diesem Zwecke die Horizontal -Glei- 
chungen (6) mit ß„ und ß, und addiren oder ntullipliriren wir 
die Vertical- Gleichungen (6) mit B a mul ff, und addiren, so er- 
halten wir: 



ßo 1 -1- 


_£•*_ = , 
«i + A 0 


«0 + A« 


__ß*__ . 


. ß<* ^ , 


“u + A| 


«. + A, 



n ! // 1 

"n l "t 

4- in “(i + A, 



1, 



B„* 



+ 



“i + A„ “i + A 






Die beiden ersten Gleichungen, von welchen jede nur eine Un- 
bekannte A„ oder A, enthält, dienen zum Beweise, dass diese Un- 
bekannten die Wurzeln sind der folgenden quadratischen Glei- 
chung in A , die beiden anderen . dass a„ und «, die Wurzeln sind 
der quadratischen Gleichung in a: 

JL + 4; = ,, .JSl. + 

a„ + A «i + A « -f- A„ o + A, 

Durch die erste von diesen Gleichungen sind also die beiden 
Unbekannten A„ und A, als Wurzeln der Gleichung bestimmt. 
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Ilm auch die Werthe <icr beiden anderen Unbekannten B 0 und B, 
Festzuslellen , bemerken wir. dass identisch ist: 

(«0+ A) (a, + A) - 0 O *(«, + A) - 0,’K + A)=(A - A 0 ) (A - A,). 

(9) 

(a + A 0 )(n +A,)— P„*(« +A,)— Äi*(a +A 0 ) = (er— o„)(o— er,). 

Setzt man in diesen Gleichungen für A entweder — « 0 oder — o, 
und für a entweder — A 0 oder — A, , so erhält man: 

o » _ (<*Q-HA<i)(gn-|-A|) , _ («n-j-Ap) (g)-|~A») 

. . P '' ~ A„ — A, 

(10; 

ot («i + An)(C|-|-A|) R 1 i«u + A|)(«V+i|) 

P ' cf, o n ’ A.-A, •• 

Die beiden letzten von diesen Gleichungen geben die Werthe der 
beiden letzten Unbekannten B„ und B , . 

Dass die Werlbc der Snbstitutions-Goefticieid.cn in (6) reelle 
sind , ersieht inan erstens aus der quadratischen Gleichung (8), 
deren grösste Wurzel A„ zwischen oo und — «, liegt und deren 
kleinste Wurzel A, zwischen — a, und — a„ liegt, wenn « 0 
zweitens aus den in (10) gegebenen Wgrthen von R' und ß,’, 
welche hiernach positiv sind. 

Wenn man die vorangegangenen Formeln überblickt , so 
fällt der Dualismus derselben in die Augen. Dieser Dualismus 
lässt sich auf Grund der folgenden Uctrarhliiii'gen zu einem l'riu- 
cip machen. 

Muitiplicirt man die beiden ersten Gleichungen (6) mit ,r und y, 
und addirt. so erhält mau mit Kücksieht auf (4): 

(11) ft* + 0,y = P»3'-F B,7. 

wodurch die Gleichung (2): 

(12) (0o* + 0i//)* — K** + = Ao-V’+ A, F* 

übergeht in: 

(13) (B a X+ R, F/ - (A..V* + A, r = tr 0 .r’ + a,y\ 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (l) 
und (12) zu identischen Gleichungen machen, so machen auch 
die Auflösungen dieser Substitutionen die Gleichungen (I) und 
(13) zu identischen Gleichungen und umgekehrt. Daraus rrgieht 
sich nun folgende Itegel zur llerleituug neuer Formeln: 



Digitized by Google 




240 



Einundzwanzigsle Vorlesung. 



Es ist erlaubt in allen Formeln, die aus «len Sub- 
stitutionen (4), welche die Gleichungen (1) und (2) zu 
identischen Gleichungen machen, hervorgehen, Fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen: 

„ x, y. <r 0 , er,, ß„, ß,, b°, a 

14) . , 

., X. r. A 0 , A,. ff u , B„ a. b°. 

Hiernach genügt cs ein System Formeln wirklich zu entwickeln, 
weil ein zweites System nach dieser Hegel von seihst Folgt. 

Zieht man die Gleichung {]), nachdem man sie mit einem 
Factor /l multiplicirt. hat von 12) ab, so erliüll man: 

(15) . . . {ß 0 x+ß,y }•- { («„+!)*’ + («, + Aiy * } = (A„-A) r. 



Diese ('ileichung, an die Stelle der Gleichung (2) gesetzt, lässt 
erkennen, dass es Frei steht in allen zur Lösung des 
Probleme* entwickelten Formeln zu verändern: 



( 16 ) 



» ««1» ^0 » i| i 

in a 0 -f- A, or, + A, Ao — A, A, — A. 



Durch diese Aemlerungen werden «lie Grt'issen ff„ und ff, 
nicht geändert. Es bilden daher auch die Formeln keine Aus- 
nahme von der Hegel; in welche die durch die Gleichungen (ä) 
dellnirten Grössen ff„ und B, eingelien. 

Ilm ein drittes l'riurip zur Hcrleitimg neuer Formeln zu 
entwickeln, werden wir die reciproke Function 0 (u , v ) der ge- 
gebenen Function <p x, y) Feslstellen dadurch , dass wir nach 
Vorschrift von (25) der siebenten Vorlesung setzen : « = | cp (x'j. 
v — ±<p\y). Die AuFlösungeu sind dann nach (27) Folgende: 
x — ^0'iu), y = \ 0'lp) und die reciproke Function selbst wird: 
0{U, v) = £ {u0'(u) •+• V0IV)}. 



Die AusFührnng der durch die Zeichensprache augedeuteten 
analytischen Operationen zur Hestinunung der recipmken Func- 
tion giebt: 



( 17 ) 



0 m. v) = i (h u + -)- -V 

t \a„ a, .) V,“« <*, ) 



wenn man der kürze wegen setzt: 



( 18 ) 




✓ 



/ 
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Auf Grimd von i| 9 mnl der darauf folgenden Erklärung in 
der aclitzeluiten Vorlesung hat man nun die durch die Siihstitu- 
tionen (4) idenlische Qieichung: 



(19) . . . t. 



Da man diese Gleichung an Stelle der Gleichung (2) des Pro- 
blems nehmen kann, so sieht man, dass cs erlaubt ist, in 
allen unseren Formeln folgende gleichzeitige Ver- 
tauschungen ei 11 treten zu lassen: 



ßu * ß\* «0. **1 » ^0* ^1» B 0 . 



( 20 ) 



in 



t 



t 

a. 



t 

V 



t 

S’ 



*B 0 

i« 



efi, 



*0 *| 

Die angegebenen Veränderungen der Grössen B„ und B, ergehen 
sich aus den VVerlhen (6) der Subslitulions-Coefncieiiteii , welche 
durch die voraugegangenen Veränderungen keine AemlcrUng er- 
fahren dürfen. 

Macht mau in der Gleichung (19, die Verändenuigeu 16 
und bemerkt, dass e durch diese Veränderung übergeht in. 

L« ft* 



( 21 ) • • 

so erhält man: 



E = 



+ 



«0 + J “l+i 



— I, 



W • • {«VH * + «,+ i y ) ^(«„+1 + «,+ l) — w)* 



eine Gleichung, welche wie die vorhergehende (19) durch die 
Substitutionen (4), welche die Transformationen (l und (2) be- 
wirken, ebenfalls zu einer identischen Gleichung wird, welchen 
Werth auch 1 habe. 

Ein System eleganter Formeln, dienlich zu weiteren Trans- 
formationen, ergiebt sich aus dem Vorhergehenden auf folgende 
Art: 

Macht man die Auflösungen der Substitutionen (4) durch die 
Substitutionen zu identischen Gleichungen und vergleicht die Goef- 
licieuteu gleicher Variahein, so erhält man: 

rt 0 « 0 -f- l>° b a -= 1 , au + b'lt- = | , a°a + b°l> — 0 . 

Durch Einsetzen der Wertlie (6) der Substitutions -Goeflkienteu 
gehen diese Gleichungen über in: 

llfiit, Analyt. Gcomelr. 
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(«..+ *,)* ' K4A,)* 



(«« 4 ».) («» + *.) T («■ + a„) (“. 4 *.) ‘ ' 

Macht man In den beiden ersten Gleichungen (7) die Aen- 
derungcn 2t) und hierauf die Armierung (16). so erhält man: 



ft* 



PI 



E 



( 2 *) 



(«« + ^o) (<*» + *) («I + io) («I + i) 

&* ft* 



(«O 4 *l) (“o 4 1) («I 4 A|) (“l 4 A) A, — A 

Rifierenzirt inan diese in /l identischen Gleichungen , und setzt 
hierauf für A entweder A„ oder A, , so erhält man mit Rücksicht 
auf (23) und (7): 



4 



(25) . . . 



(«„ + Jt„) («„ + 1,1* ^ («, 4 A„) t«, 4 A.l* ““ (A, - A,) II,' 
ß«' . ß,' 1 



(«o 4 A :) («„ + i.,)* T (<z, + A.) («, + i„y — (A, - a 0 ) /?„* 



Wenfi inan die Grössen P a und D, als Function von 
A 0 . A, betrachtet, wie sie durch (10) ausgedrückt sind, und die 
Logarithmen dieser Ausdrücke partiell difl'crenzirt nach A 0 und A,, 
so erhält mau: 



2 


, dB„ 


1 


_L 


1 _i_ 


X 


0A O 


“o 4” A« 


T 


“| 4 Ao 


2 


dH, 


1 


4 


J 4 




' X 


“o 4 A| 


“i 4 Ai 



Achnliehe Ausdrücke gehen aus der also dargestellten ersten 
Gleichung (9): 

ß,,' . _ft* , (A - A n ) (A - A.) 

“d+A “i + A l“o 4 A) («, 4 A) 

hervor, wenn inan diese in A identische Gleichung zweimal nach A 
dilTereuzirt und nach der Differentiation für A setzt entweder A 0 
oder A, , nämlich: 

ß«' , ft' = » t » ■ 1 » I 

( a c 4 A.») 3 («i "4" Ao) 3 H» * °o 4 Ao a , *4“ An A| A u I 

_i«l_ + ft’ = _L + ! 4. 

(«. 4 A,) 3 T (a, + A,) 3 I «„ + A, ^ + A, ^ A„ - A, ) 
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Der Vergleich dieser beiden Gleichungen mit den beiden 
■vorher abgeleiteten Gleichungen ergieht endlich: 



ft,» , ß,' _ 2 dB, 

(«„ + Jt„)* ^ («, + k y ~~ w ' 

ft,» r ft* a dB, 

(«o + l,)> T (a, + A,) a Ä, s 9h 



In gleicher Weise, als das behandelte algebraische Problem 
geometrisch aufgefasst werden kann, so kann man auch einzel- 
nen von den entwickelten Formeln eine geometrische Bedeutung 
unterlegen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke ß 0 und ß, als die varia- 
bel rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Ebene, so 
stellt die erste Gleichung (8) einen auf seine Hauptaxen bezoge- 
nen Kegelschnitt dar, und, wenn man in jener Gleichung A va- 
riiren lässt, ein ganzes System Kegelschnitte mit denselben Brenn- 
punkten , weshalb sie confocale Kegelschnitte genannt 
werden. Betrachten wir dagegen ß 0 und ß t als die rechtwinkli- 
gen Coordinaten eines beliebig gegebenen Punktes in der Ebene, 
so liefern die beiden ersten Gleichungen (7) den Beweis, dass 
durch jeden beliebig gegebenen Punkt in der Ebene nur zwei 
mit einem gegebenen Kegelschnitt confocale Kegelschnitte hiu- 
durchgehen. Aber auch über die Natur dieser Kegelschnitte 
können wir uns Gewissheit verschaffen , nachdem wir in dem 
Vorhergehenden die Grenzen der Wurzeln A„ und A, festgeslellt 
haben. Da nämlich beide Nenner in der ersten Gleichung (7) 
positiv, in der zweiten der erste Neuner positiv, der andere ne- 
gativ sind, so muss der eine Kegelschnitt eine Ellipse, der an- 
dere eine Hyperbel sein. 

Errichtet man in dem beliebig gegebenen Punkte , durch 
welchen die beiden confocalen Kegelschnitte gehen , Normalen 
an die beiden Kegelschnitte, so verhalten sich die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale, der Ellipse mit den CoorsJinalenaxen 
bildet wie: p„ p, 

“o + A 0 «I + Au 

und für die Hyperbel bat man: 

ft, . ß, 

“o + A, “i + A| 

16* 



Digitized by Google 



244 



Rinmidzwanzigsle Vorlesung. 



Die drille Bleichung (23) dient zum Beweise, dass diese Nor- 
malen auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe sagt, 
dass die beiden rnnforalen Kegelschnitte sich senkrecht schneiden. 
Diese Bemerkungen fassen wir kurz zusammen wie folgt > 



Bönfoculc Kegelschnitte derselben Art schnei- 
den sich nicht in reellen Punkten, Gonfocale K egel- 
schliitte verschiedener Art schneiden sich immer in 
reellen Punkten senkrecht. In jedem Punkte der 
Kbene schneiden sich zwei zu einem in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitte confocale Kegelschnitte. 



Man erhält aus der Bleichung des Tangentenkegels einer 
Oberfläche zweiter Ordnung (20) der vierzehnten Vorlesung die 
Bleichung des Tangentenpaares an den Kegelschnitt, in welchem 
die Oberfläche von einer der Boordinatenebenen geschnitten wird, 
wenn man die auf dieser Ebene senkrechten Boordiuaten gleich o 
setzt. Bildet man nach dieser Vorschrift die Bleichung des Tan- 
gentenpaares, welches von einem durch seine Coonlinaten ß„, ß, 
gegebenen Punkte an den durch die erste Bleichung (8) gegebe- 
nen Kegelschnitt gelegt ist, so erhält man: 



( 27 ) 



-fej + ~ — ' I = * 

-f- A I t«u~|-t “|-|-t 



Die Ilauplaxeu dieses Tangentenpaares sind das Linienpaar, 
welches die von dem Tangentenpaar eingeschlossenen Winkel hal- 
birt. Die Glieder der zweiten Ordnung in dieser Bleichung bil- 
den gerade den Ausdruck (23), der zugleich mit (I) durch ilie 
Substitutionen (4) transformirl wurde. Damit hat aber auch das 
Problem der llauptaxen des genannten Tangentenpaares seine al- 
gebraische. sowie seine geometrische Lösung gefunden , welche 
letztere sich so ausdriirken lässt: 



Die Winkel, welche das von einem gegebenen 
Punkte an einen Kegelschnitt gelegte Tangenten - 
paar bildet, werden halbirt von den beiden durch 
den gegebenen Punkt gelegten, zu dem gegebenen 
Kegelschnitte confocalen, Kegelschnitten. 

Wenn ein Punkt in der Ebene durch seine rechtwinkligen 
Coordinaten ß n , ß, bestimmt ist, so ist derselbe aucli bestimmt 
als Schnittpunkt der beiden mit einem gegebenen Kegelschnitte (8) 
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conforaleu Kegelschnitte , welche durch ihn gehen. Es schneiden 
sich /.war die beiden confocalen Kegelschnitte in vier gegen die 
Koordiuatenaxen .symmetrisch gelegenen Punkten ; allein mit pas- 
sender Beschränkung, /uni Beispiel, dass der Punkt nur liegen 
soll innerhalb des von den positiven Koordinatenaxen eirigeschlos- 
senen Winkels, wird der Punkt durch die beiden durch ihn ge- 
henden confocalen Kegelschnitte unzweideutig bestimmt sein. 
Man kann daher die beiden Confocalen Kegelschnitte als die den 
Punkt bestimmenden Koordinaten anschcn. Die ihnen entspre- 
chenden Werthe von A gleich A„ und A, führen den Namen der 
eUiptischen Koordinaten des Punktes, dessen rechtwink- 
lige Koordinaten sind ß„ und /?,. 

Die beiden ersten Gleichungen (7), in welchen man und «, 
als constanle Grössen zu betrachten hat , sind die Delationen 
zwischen den variaheln rechtwinkligen und den variabeln ellipti- 
schen Koordinaten. Ihre Auflösungen (T(»i drücken die rechtwink- 
ligen durch die elliptischen Koordinaten aus. 

Es genügt aber nicht die Ausdrücke der rechtwinkligen Koor- 
dinaten durch die elliptischen zu kennen, in vielen Fällen braucht 
man auch die Differentiale der einen durch ilie anderen. Dilfc- 
renzirt man deshalb die beiden ersten Gleichungen (7), indem 
man die. rechtwinkligen Koordinaten gleich wie die elliptischen 
als Variabelh betrachtet, so erhält man mit Itüeksiehl auf (23): 

Ai ßi/1 ßn | MP l 

2 h 0 l a„ -p A 0 cf, A 0 

di-t ^ ßndßo I ßtrtßl f 

2/t|* «o + l| “i + A, 



und hieraus mit Berücksichtigung von (6): 



(28) 



27 /; = a ° d ^ + b " d P" 

= a ' llßn + h ‘ d ß { . 



Vergleicht man dies'e Gleichungen mit den Substitutionen (4). 
so sicht man, dass, wenn die Variabein x.y die Werthe anneh- 
men x = dß„, y = dß,, die anderen Variabein die Werthe er- 
hallen: X — ^p, y=Sh‘. Es ist deshalb erlaubt, in 
den Substitutionen (4). und in allen Gleichungen, 



Digitized by Google 



246 



Kmundzwuiuigslc Vorlesung. 



welche diese Substitutionen zu identischen Gleichun- 
gen machen, folgende gleichzeitige Veränderungen 
eiutretuu zu lassen: 



m 



x, y, X, Y 



„ in dß B , dß,, 



<n B 



<n, 

■IH, - 



Von den durch diese Veränderungen aus den angegebenen 
Formeln hervorgehenden DilTercntiallormelu liehen wir die erste 
hervor, welche das Quadrat des ÜiHereiitialcs ds des Bogens irgend 
einer Curve ausdriickt: 



(30) 



ds'--= dß B '+dß,' = i\^ + 



dl,' ) 
H,' I • 



Wenn wir der Bequemlichkeit wegen setzen: 



W =4ct 0 + i«) ("i + *o) . 

(»I) 

— L,' = (cfo + 2,) (or, + i,) , 
so geht (3n) mit Itücksicht auf (10) über in: 



(32) ds' = 




Hieraus erhalten wir das Differentiale des Bogens des Kegel- 
schnittes (h), von dein wir annelunen wollen, dass er eine Ellipse 
sei, indem wir l B = l, gleich einer Conslanten setzen, deren 
Werth zwischen — o, und oo liegt: 



(33) 



ds — 



V(l - L> 

2 



dl, 



und hieraus ergiebt sich die Länge s des Bogens der Ellipse (8): 



(34 



t 



l\ 




1 °, 



dl, 



begrenzt von den beiden coufocalen Hyperbeln , welchen die 
Werlhe A, ~ und 2, = l, der elliptischen Goordinalen ent- 
sprechen. Niinint mau für die Grenzen des Integrals die Hyperbel- 
grenzen, so erhält man den vierten Tlieil des Umfanges U der 
genannten Ellipse, und demnach: 
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(35) 



— 1 

2 fl Va - i,) 



rfi. 



Die Bogeneleinente rfn„ mul da, der cnnfocalen Kllipsen und 
Hyperbeln erhallen wir aus (32): 



(36) 



. Ka„ - i.) </2, 

« <i 0 — ö * 7/ ’ 



= 



_ KCAq — 2,) rf* o 



2 



das andere Mal 2, constanl setzen. Deni- 
cunfocalen Ellipsen alle cnnfocalen Hyper- 



indem wir einmal 2„ 
nach wird, weil alle 
beln senkrecht schneiden, das Element der von zwei confocaleu 
Ellipsen und von zwei conrocaleu llyperheln eingeschlossenen 
Fläche: 

(2, - 2,) rf2; dl, 

4 />, 



(37) 



da 0 .da, 



Durch doppelte Integration und Ausdehnung der Grenzen 
über säinnitliche von der gegebenen Ellipse («) eitigeschlossenen 
confocaleu Ellipsen und Tiber säinnitliche coufocalc Hyperbeln 
erhält man den vierten Theil des Flächeninhaltes / der gegebe- 
nen Ellipse. Mau hat demnach: 



i= jr )((.-(, )£•%■ 

— «0 —«I 

Einen einfacheren Ausdruck für den Flächeninhalt der ge- 
gebenen Ellipse (8) erhält man auf folgende Art. Man be- 
schreibe um den Mittelpunkt der gegebenen Ellipse mit dem 
Hadius der grossen halben Axe einen Kreis: 

«o + 2 T «„+2 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) der 
Ellipse zeigt, dass die Ordinate des Kreises sich zu der, dersel- 
ben Abscisse entsprechenden, Ordinate der Ellipse verhält wie: 

j/?«o + 2) : j/{a, + 2). 
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In demselben Verhältnisse stehen auch die FlSchenelefnenle k und * 
des Kreises lind der Ellipse , welche begrenzt werden von zwei 
unendlich nahen Ordinalen. Man hat daher: 

ia - k - J V. + *) . 

V( a 0 + A) 

Nimmt man die Summe aller Flächenelemenle des Kreises und 
der Ellipse: Zk ... K und £t— /, so erhält man: ’ 

j _ K. VÜT+ l) _ 

V(«0 + i) 

I>a aber der Flächeninhalt A' des Kreises ist: K = n (« B + A), 
so hat man: 

(89) / == 7ij/((t n + A) f/(a, -f- A), 

und daher mit Rücksicht auf (38): 

— «i A 

(40) */(«. +1) /(«, + A) ^ j ßx 0 - A,) ^ gl. 

— «0 — a , 

welche Gleichung nach dem Vorhergehenden bewiesen ist für alle 
zwischen — or, und oc gelegenen Werthe von A und unter der 
Voraussetzung, dass <»„>«,. 

Von den Differential-Formeln , welche ans den in dem er- 
sten Theilc der gegenwärtigen Vorlesung entwickelten Formeln 
durch die Veränderung (29) hervorgehen, heben wir ferner die, 
der Gleichung (22) entsprechende, Formel hervor: 

ms (Mfe. ßirfi i* £( rfV ■ tf*,» | 

1 *''‘'f«„-j-A «,+ Al (“o+A~a 1 -J-Al 4 l(A„-A)Ä 0 * _r (A l — 

um auch ihr eine geometrische Bedeutung unterzulegen. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Gleichung (27) des 
von dem Punkte ß 0 , ß, an den gegebenen Kegelschnitt (8) ge- 
legten Tangentenpaares. Verlegt man mit Keibehaltung .der Rich- 
tung der Coordinatenaxen den Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes in den genannten Punkt, so wird die Gleichung des 
Tangentenpaares rücksichtlich dieses Coordinatensysteiues: 

I ß v . *-l_f? j ■'/*_ I „ 

A a, -|- * 
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woraus die Differentialgleichung desselben Tangentenpaares rück- 
sichtlich des ursprünglichen Coordinatensyslems hervorgeht: 



(«)••• 



Mft, 

«0-f i 



+ 



Jirff».l*_ f dß '* 
«, + ij Ä « 0 +i 



+ 



dß? . 
«0+ 11 



0, 



und in elliptische Coordinaten durch (41) übertragen: 



(43) 



dl? **,* _ „ 



Zerlegt man diese Gleichung in ihre Fartoreu und setzt jeden 
einzelnen gleich o, so erhält man die Differential - Gleichungen 
der von dem Punkte ß„, ß, an die gegebene Ellipse (8) gelegten 
Tangenten: 

rfjto <n, _ 

!) . b« nr= i,) . r, ~~ °’ 




dl, 

VÖT^id-B, 



0, 



oder, wenn man die übersichtlichere Bezeichnung (31) einführt: 



rf*o 



dl, 



(«) 



VTlo- l). L a V(l - i.) . L, 






dl. 



dl, 



V(K - i ) . z» Va — i.) . b, 



l'm nun die Länge s der Tangente auszudrücken, setzen wir 
in Gleichung (32) den Werth von tll 0 aus einer der Gleichun- 
gen (44) ein, wodurch wir für jede der beiden Tangenten er- 
halten : 

_ (Li - *,) ■ dl, 

~ zvüm s.l, 

oder: 



d$= nr=T).äi , + 

— // 1 



(Jtp — l).dl , 

2 yo~i,).L, ‘ 



Bezeichnen wir aber mit s 0 die Länge der ersten Tan- 
gente (44) und mit s, die Länge der zweiten Tangente von den 
Punkten an gerechnet, wo sie die gegebene Ellipse (8) berühren, 
bis zu ihrem Schnittpunkte ß 0 , ß , , oder in elliptischen Coordina- 
len i„, 1, , so erhalten wir mit Berücksichtigung ihrer Differen- 
tialgleichungen (44) : 



Digitized by Google 



250 


Einundzwanzigste Vorlesung. 


• « 


( 45 ) . . . 




V(K-D dl 

+ 2 Z , 0 






d '> = v -Hr dl > 


/ (^0 ' i) jj 

~ 2Z 0 





und hieraus durch Integralion: 



$ 0 • — 

( 46 ) 



wenn wir anneluuen, dass A.,® und A', die Werthe der elliptischen 
(Koordinate 1, seien, welche den Berührungspunkten der Tangen- 
ten der Ellipse (8) entsprechen. 

Durch Addition der beiden Gleichungen (46) erhält man: 

7 

(47) . . s 0 + *, = / 

und wenn man hiervon den von den beiden Berührungspunkten 
begrenzten, durch (34) ausgedrückten, Bogen der gegebenen El- 
lipse (8) abzieht: 



(48) . . . »« + *,-» = 2 VÜ ^Jl dX 

i * L ° 

Da dieser Ausdruck aber die zweite elliptische Goordinate 
des Punktes ß„, ß t nicht enthält, so bleibt er unverändert für 
alle Punkte ß„, ß t , für welche ä, eine constante Grösse ist, das 
heisst, für alle auf einer Ellipse liegenden Punkte, welche mit 
der gegebenen Ellipse confocal ist. Dem hierdurch bewiesenen 
Satze können wir folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine gegebene Ellipse einen ge- 
schlossenen Baden schlingt, und diesen durch einen 
Stift in der Ebene der Ellipse spannt, so beschreibt 






Z) 



Va- 



2L, 



— ^, + 2 



i/aSP 



rfiL 



X| A 0 



\ 



Digitized by Google 



Das Problem der Hauptaxen derCurven 2.0. Confocale Kegelschnitte etc. 251 

der Stift bei seiner Bewegung eine mit der gegebe- 
nen Ellip se confocale Ellipse. 

Betrachten wir schliesslich noch den Grenzfall, wenn der 
Punkt jS„, ß t der gegebenen Ellipse (8) unendlich nahe rückt. 
In diesem Falle werden alle Differenzen Aj — und A 0 — A 
der Grenzen der beiden Integrale in (47) unendlich kleine Grössen 
und mit ihnen auch die Integrale. Da aber der Factor j/(A 0 — A) 
unter dem zweiten Integralzeichen für alle zwischen den Grenzen 
des Integrals liegenden Werthe von A„ ebenfalls unendlich klein 
wird, während der entsprechende Factor j/(A — A,) des ersten 
Integrales für alle Werthe von A, zwischen den Grenzen des In- 
tegrals endlich bleibt, so sieht man, dass in dem Grenzfaile das 
zweite Integral gegen das erste verschwindet, und dass die Aus- 
drücke (47) und (34) in einander übergehen. 



Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Das I 'roblem der Hauptaxen der Oberflächen 

» 

zweiter Ordnung. Confocale Oberflächen zweiter 
Ordnung und elliptische Raumcoordinaten. 

Man hat am Ende der zwanzigsten Vorlesung gesehen, wie 
das Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ordnung 
rein algebraisch sich so ausdrüeken lässt: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, welche 
die G Leichungen: 



(1) .r’+y’+z'=:X'+ r + Z** 

(2) <p(a\ y, z) = AoA-’-F A.F** A,Z*, 



zu identischen Gleichungen machen, wenn die Func- 
tion <p(x, y, z) gegeben ist in der Form: 

(3) . . . <p[x, y, z) = (ßaX + ß,y + /3,z)* — (««x’ + a,y' + a t z'}. 
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Indem wir dieses Problem wieder aufnehmen, werden wir 
annehmen, dass die linearen Substitutionen , welche die Trans- 
formationen (l) und (2) bewirken, mit ihren Auflösungen seien: 

x = a°X + a'Y + a'Z, X = a*x + b°y + c°i , • 

(4) . . . y = b°X + b'Y+ b"Z, Y = a.r -f b'y + cz, 

z = c’X + c Y -f c"Z , Z — a'x + b"y + c'z. 

Dass die aufgelösten Substitutionen gerade die angegebene 
Form haben, folgt, wie man in dem zweiten Theile der neun- 
zehnten Vorlesung gesehen hat, aus der durrli die Substitutionen 
identischen Gleichung (l). Aus dieser Gleichung gehen aber alle 
Formeln hervor, die wir in dem zweiten Theile der genannten 
Vorlesung entwickelt haben. Es genügt hier auf sie nur hinzu- 
weisen mit der Bemerkung, dass man überall für a, b, c zu 
setzen hat b°, r“, um für unser Problem gültige Formeln zu 
erhalten. 

Die Werthc der 9 Substitutionscoellirienten werden wir be- 
stimmen , indem wir die drei Grössen II „ , /?, , B t einführen, 
welche durch die folgemjrn drei Gleichungen oder durch ihre 
Auflösungen definirt sind: 

ß 0 = a n n„ + aB , + a"B , , B 0 = a°ß 9 + b"ß, + c n ß t , 

(5) ... ft = «-"5,,+ b’B, + b"B„ B, = aß„ + b’ß, + c'ß,, 

ß t = c »2?„ + cB, + c'B , . B, = «"ft + b"ß, + c’ß,. 

Alsdann gehen aus der durch die Substitutionen identischen 
Gleichung (2) folgende 9 Gleichungen hervor: 



( 6 ) 



ßo Hfl 


J,0 ßi^O 


0 ßfß« 


“o+V 


_ «, + V 




Mi 
«o+ V 


«.+V 


/_ Ml 
— «,+t. 


“o+ *»’ 


u" ß<Bt 

~ «, + V 


= Mt 

Ä l+*t 



Die erste von diesen Gleichungen erhält man, wenn man 
die durch die Substitutionen (4) identische Gleichung (2) |>arlicll 
nach x dilferenzirt und hierauf A'=|, l' = o, 2 = 0, und zu- 
gleich x — a“, y — b a , z = c° setzt. In gleicher Weise erhält 
mail die übrigen Gleichungrn. 
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Die SubstitulionscoefTicienten sind in den Gleichungen (6) 
durch die sechs unbekannten Grössen B 0 , B { , B t , A u , 2,, 2, aus- 
gedrückt. Um die Werthe der letzteren festzustellen, dienen die 



Gleichungen : 

_R . Jß_ . ß,* _ , 

“l>+*0 “|+A 0 «»+to 

(7, -K- + -&L + -£•!_ = 

a 0+A| “l + A| “«+*1 

JV_ + _ÄL + fl»* _ 

“o+ tj “l+A, “cM, 



fl.» , fl» , _fl,*_ =1 

“o+^o “o+Ä, “oHM, 

fl.» . _J,L . _V_ „ , 

»l+t« “I+Al “l+A* 

“*+4 “t+*l «J+ i i 



welche aus (6) dadurch hervorgehen, dass inan die Horizontal- 
Gleichungen nniltiplicirt mit ß„.ß t , ß t und mit Berücksichtigung 
von (5) addirt, oder, dass man die Verticalgleichungen inulti|ilicirt 
mit B u , B t , B, und addirt. 

Die beiden ersten Gleichungen drücken aus, dass die Un- 
bekannten A 0 , A, , A, die Wurzeln sind folgender in A kubischen 
Gleichung, die drei anderen, dass die bekannten Grössen <*,, a, 
sich als die Wurzeln folgender kubischen Gleichung in a betrach- 
ten lassen: 



Jl 4_ _&!_ -U JlL — , 

’“o+A “i-f-A «t + A 



JJL . Jh 1 , B t ' 

a +A„ “+A| “+A. 



Nach Feststellung der Wurzeln der ersten cubischen Glei- 
chung (8) bleibt noch übrig die Werthe der Quadrate der letzten 
Unbekannten B„, B,, B, durch Auflösung des zweiten Systeme» 
Gleichungen (7) zu berechnen. Diese • Berechnung geschieht am 
einfachsten in folgender Art: 

Da A„, A,, A, und c, die Wurzeln der kubischen Glei- 

chungen (8) sind, so hat man identisch: 

K + *) (“| + A) («» + A) — ßo («i + A) (o, -}- A) 

- ß,'(a, + A) («„ + A) - ß*(a 0 + A) («r, + A) 

= (A - A 0 ) (A - A.) (A - A,). 

(“ + A 0 ) (<* + A,) (a + A,) — B*(a + A ,) (a + A,) 

- /?,’(« + A.) (« + A,) - B,'(a + A 0 ) {« + A.) 

= (« — “») (“ — «i) (« — "«)• 
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Setzt man in diesen Gleichungen ffir X nach einander 
— und für a ebenso — X 0 , — A, , — 1,, sn 

erhall inan: 

g t (<*<>+*,,) ( g u~(~A|) (« n ~ |- A,) n t (®o + t,i) (tt|-|- t„> t n ~) _ 

Po («„-«,)(<,„-«,) ’ 0 (io-i.) (io-i.) 

g » («l +Ap) Ol + A|) (« l + A t ) n » (g||-M|) (“l + Al) ( g t+*l ), 

' ' ' (A, - A.) (A, - AJ 

g i ( n » + *o)( < »i - Mi) (« » + *») 71 ' - ( g o+ * ») ( g i + A») (“t+A») , 

’ (“« — «„) t«, — o,) ’ * (A,— A„) l*t — A ( ) 

Aus der in X kubischen Gleichung (8) ersieht inan, wenn 
inan voraussetzt : 

(II) tt 0 > ff, > Ct t , 

dass, welche Werthe aucli die Grössen ß 0 , ß t , ß, haben mögen, 
die Wurzeln jener Gleichung liegen: 

die grösste Wurzel A 0 zwischen + ao und — a , , 

fl2) . . die mittlere Wurzel A, zwischen — a, und — 

die kleinste Wurzel X, zwischen — er, und — a„. 

Deshalb sind auch die Ausdrücke B B,', /?,’ in (io) säinnit- 
lich positiv und die Ausdrücke (6) der Substitutionscoefficienten 
reell. 

Von den angeführten Formeln braucht man nur die eine 
Hälfte aufzustellen, die andere ergiebt sich von selbst nach dem 
Prinzipe, welches wir jetzt entwickeln wollen. 

Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen (ä) mit 
x,y,z und Addition erhält man mit Rücksicht auf (4): 

(13) ß 0 x + ß,y + ß,z = B„X + B,Y+ B,Z. 

Mit Hülfe dieser Gleichung geht aber die Gleichung (2): 

(14) ..(ßo* + ß,y + ß,Z) t - K**+ o iy *+.a t z*)==l 0 .V*+ A, r+ X,Z* 
über in: 

(15) ...(ß (l .V+ ß, r+Z?,Z) 3 -(A 0 .¥ J +* 1 r+A t Z*)=<* 0 **+«,y*+«r t z*. 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen (l) 
und (14) zu identischen Gleichungen machen, und die Substilu- 
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tionen dadurch bestimmt sind , • so machen die Auflösungen die- 
ser Substitutionen die Gleichungen (l) und (15)- zu identischen 
Gleichungen und sind ebenfalls bestimmt. Daraus ergiebl sich 
aber folgende Hegel zur Ableitung neuer Formeln: 

Es ist erlaubt in allen Formeln, <1 Le aus den Sub- 
stitutionen ( 4 ) hervorgehen, welche die Gleichungen 
(I) und (2) zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen. 

„ x , y, z\ « 0 , ß„. ß t . ßt> 6 °. «*» c- 

‘ " ‘ „ X, Y, Z\ A 0 , k t , A t ; B„, B lt B t ; a, a.b". 

Zieht man die mit einem willkürlichen Factor A inultiplicirle 
Gleichung (l) ab von (14), so erhält man: 

{/V + ßi’J + ft-}’ — {(“» + i)«*+ («i + %* + («i + *)**} 
= (k 0 - k)X* + (A, - k) Y* + (k, - k) V. 



Wenn man diese Gleichung an die Stelle der Gleichung (2) 
des Problemes setzt, so sieht man. dass man in allen zur 
Lösung des Problemes entwickelten Formeln fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen einlreten lassen 
kann: 

,, Qq , cfi , ofj , k 0 , ij , 

( 18 ) . . 

„ in «o -f- A, o, A, ci, + k; A<, — A, A, — A, A f — A. 



Ein drittes Prinzip, nach welchem die zur Auflösung des 
Problemes dienlichen Formeln verändert werden können, ergiebt 
sich aus der folgenden Betrachtung: 



Setzt man, um die reciproke Function <f> (u, p, w) der in (3) 
gegebenen Function <p(x, y, z ) zu bestimmen, nach Vorschrift 
von (25) der siebenten Vorlesung: 



u == ±tp(x) , v = w = 4<p'(z) , 

so erhält man nach (27) die Auflösungen dieser linearen Glei- 



chungen: 



* = i #'(«) . y = i <&'(») , * = i ®'(*0 , 



und die reciproke Function selber wird: 

(m , v, mj = ^ | u -f- v<P'(v) + jp<P’(w)J. 
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Die hier angedeuteten analytischen Operationen zur Bestim- 
mung der reciproken Function <!> u , t>, tv) führen wir am ein- 
fachsten in folgender Art durch. 



Wir setzen, um abzukürzen: 

ßir 1 + ß>y + ßt~ — R. 



ßl 



+ 11 ' + 

«. ' a. 



Alsdann sind die drei Gleichungen aufzulösen: 



« = 2 <p'(x) = ß a B — «„X, 

» = 4 9>'fy) — ß>B — «i v. 

» = 4 <p'(*) — ß,B — 0,1. 



Multiplicirt man dieselben mit — ■ — und addirt, so erhält 



a„ a, a t 



P» tt + li-e + 2l n > = (t + l) B — B. 

Ci Ci . * ei \ » 



und hieraus: 




Man erhält demnach die gesuchten Auflösungen, wenn man in 
den so dargestellten drei Gleichungen: 




für B den zuletzt gegebenen Werth setzt. Durch Multiplication 
dieser drei Gleichungen mit u, r, tv , und Addition derselben er- 
hält man dann die gesuchte reciproke Function: 



(19)... <J> («, v, ») — (l*u + £•> + 





iu welcher (*) die Bedeutung hat: 
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Auf Grund von (I9}>tind der darauf folgenden Erklärung in 
der achtzehnten Vorlcspug hat man demnach die durch die Sub- 
stitutionen (4) identische Gleichung: 

y 




Da man nun diese Ghüitmug mit der Gleichung (2) des Pro- 
blems vertauschen kann ohne die Substitutionen (4) zu ändern, 
so sieht man, dass es erlaubt ist, in allen unseren For- 
meln folgende Veränderungen zu machen: 

„ ßo> ßf ßt> a «> i|« i»; 

(tt), . . 

i„ Ä, A, Ä- JL, _£_, JL; i_, L , ±; tA, Hl. 

«o «i «* «n «i «t lo 1| 1* lo 1| 1* 

Denn da die Wcrtlic der neun Suhstitutionseoefflcientcn (6) sieh 
durch die ersten von diesen Acnderiingcn nicht ändern dürfen, 
so müssen die drei letzten Grössen B u , Ä, , B, eben ilie angege- 
benen Veränderungen erhalten. 

Die Veränderungen (tw) in (21) lassen, wenn mau setzt: 



(23} 



E= PA + _&! + P' _ 
«0 + 1 «1 + 1 «* + 1 



folgende durch die Substitutionen ( 4 ) in 1 identische Gleichung 
hervorgehen : 



(24) 



( Pr r r P' !/ 1 Pi : V ß( ?*. 4. •'+ 

\«u+l «1 + 1 “«+1/ \«i> + 1 “i + l 



= E 




1 





An das Vorhergehende reiht sich ein System eleganter For- 
meln an, welches, zu ferneren Transformationen dienlich, sich 
fast ohne alle Itcclumng sofort hinschreiben lässt. 

Setzt mau die Werthe der Subslitutionscoefficienten (6) in 
(16) der neunzehnten Vorlesung ein, so erhält man: 

lltfcftc, Atialyt. Geonteti. 27 
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ft’ , __ ft! ..ft» _ _L 

(«„ + !„)• («, + !#)* («, + xj* /y 

_ ft.’ , fti_ , *ft» _ J_ 

(«„ + X.)’ T (a, + x,)* ' r («, + X,)* *,* 

ft» , ft!_ . _• ft’ _ _ J_ 

(«„ + X,) 4 ^ (a, + X.)’ _r <«, + X.)* A,* 



(26).. 



ßt ßt ß*i 

l«ü+X|) («,,+ X,) ( « I -+- X , ) («, + X») («j+Xi) («1+1«) 

+ _ ft' . + .ft’ =0 , 

(«0 + X,) ( ff n+ X„) («i + X») («, + X 0 1 («,+ X,) (cr. + X,,) 

ft* ft’ ßt’ 

(«.,+ x„) («,,+ x,) («i+x») («( + x,) («,+ ;„) («, + x,) “■ 



Pie eiste Gleichung (21) der ]9. Vorlesung ab" — a"h'= c", 
sowie Hueli jede andere des Systeme,s , gellt in gleicher Weise 
mit Berücksichtigung von IO; über in: 



(27)A 0 A, A,(l 1 —X f )(i J —A 0 )(A 4 —X 1 )+ftftft(a 1 — «,)(«,— a 0 )(er, —«,)=«. 

Macht man in den drei ersten (ilcichuugcu (7) die Armie- 
rungen 22.. und hierauf die Aciideruiigcn (18), so erhält man: 



ft’ . ft’ _ , _ft* _ B 

C«#+l.i) (“o+X) < «i -f- X,,) («,-(- Xi («,-f-X 0 )(«,-j-X) X„— X 

JL + ftL + , ft * = /-• . 

(“o + X|) t«o+X) («,-(-X,) («,4-Xl (a,-f-X|) «,-f-X) X, — } 

ft,’ , ft’ I ■ ft* _ _* . 

(“o+X») («,,+ X) («,+X t )(«,+X) («»+X t )(« t -f-X) X, — X 



Itilfrrenzirl man diese in X identiseheu Gleichungen nach X 
und setzt hierauf für X entweder X, oder X, oder X 2 , so erhält 
man mit Rücksicht auf (25) und (7) : 

ft’ , ft’ ft’ _ ; , 

(/'<rHi ) («„-f-X,,)* («i+X| («j+Xitlnj-f-X,,)* (X, — X„ ) //„* 

ft,’ . ft* . ft* I , 

< ) ( «.,— |— X,,}* ~ ' < «|— i'X-i X (l )* ( Oj+XtH «,+X„) J (Xj— X„)// (1 * 



ft’__ . ft’ . ftl = 

I2g> ("u+XtXOn+X,)* («,-|-X.j)ta|-f-X|> 4 )C“*-|“X| )* (X, — X,)/#,’ 

« + KL . ft’ _ J , 

( a (i+Xj)(n„+X|)’ («i+x„m« 1 -|-X| )* (■rf4)(<rfX|) > (X 0 ~ x, )//,■* 

ft.’ - ft» | ft’_ _ i , 

(®o+Xn)(a u +X,)* («i+X„l («i-J-X,)* ( c,-(-X 0 l( (X,,— : X, )A,' 

ft’ ■ ft’ , ft* _ t 

Ce , ..~|-X , ) < J-X, )* ( «,-|-X , )(ff,-j-Xj «j-j-X, )( «,-j-X,)* (X,-X,)/V 
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Wenn man die Grössen B a . B„ B, als Functionen von a„, «, 

und A„ , A, , A, betrachtet, wie. sie durch (10) ausgedrückt sind, und 
die Logarithmen dieser Ausdrücke partiell diflerenzirt nach A 0 oder A, 
oder A t , so erhält mau: 

_H_ . HLÜ» = _J . 1 , . I , . . _1 

> B„ SA 0 «0 4* A„ a, 4* A 0 ß, -f" Ao A, — A„ A, — A„ 

2_ riB ± 1 ! 1 I I 

B, ‘ cl> ' «„ + A, + «i + A, ' o, + i, ' A, — Ai ' A 0 - X,’ 

±.5Ä — - 1 4- 1 + - ' 4. _i 4. _J 

c Aj a 0 4- A, «i 4" A* «t 4- A, A 0 A s A ( A t 

Da man aber ähnliche Ausdrücke erhält durch zweimalige OifTe- 
rentiation der also dargestellten identischen Gleichung (9): 

„ft* . _ß,*_ . _ ft* . = (A-Ap) (A-A,) (A - A,) 

“o+ ^ “i 4" A «» 4" A (a 0 4- A) (o, 4" A) (“t 4- A) 

nach A und Veränderung dieser variabel» Grösse in A 0 , A, , A„ 
nämlich: 

A* i Ai* , ft* _ 

(o„ 4- Ao)’ ' r («, 4- 1.)* («I 4- Ao)> 

— J_ j 1 4_ ' +_! + 1 ... + 1 4. 

Ä,*)a„4- Ao ^ «,4-Ao «,4-A„ T A,-1 o T A f - Aj 



_A-L_4. _ A.* _4. _A.* = 

t«„4-A,) s " r («I 4“ A| >* T («,4-A,) 1 

— J_ 1 1 4- 1 . + _ 1 4- 1 4- 1 \ . 

//,*)«„ 4- A, T «, 4- A, X o, 4- A, T A, - A, T A 0 - A,i 

A. * _,_ft* I ft* = 

(«„ 4- A,)> ^ («, 4- A,)’ T («, 4- A,)* 

= 1 + ' + 1 + ' 4- 1 j. 

B, * i«o 4- A* «i 4- Ai 4" A* A 0 - A, A, Aji 



so ergieht sich aus dem Vergleich dieser drei Gleichungen mit 
den drei vorhergehenden: 




ft,* , _ft* , ft* _ __ . 

(<*« 4- A„)' " r (ß, 4- Ao) 1 ' T («, 4- A„)> H,? d Ao 

ft* _ , ft» . ft* = *. . , 

(«„4- A,V’ -r («, 4- A,) 1 T («,4- A,) 1 H,' <■ A, 

A* _ . ft* . At* __ _ - . i »*. . 

(Bo 4- A,) 1 ' («I 4" Aj) 3 ' l«« 4" A« )* A,‘ c A, 

17* 
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Ilm endlich dieses, zum grössten Theile von Jarohi ent- 
wickelte, System von Formeln zu vervollständigen, fügen wir noch 
folgende hinzu: 

fir » ft.» . I*.* , ft.» 

(a 0 +/o)(#o+*iH“o+l«) ' (“rMoH«i+i.)t®rM*t ( X 
welche sieh aus den drei ersten (Bleichlingen (10) ohne Schwie- 
rigkeit ergiebt. 



Allein durch Zusammenstellung der ansreaeheuen Foriuein 



geht folgendes System hervor, 
auf Grund von (10) ist: 

•> _ B < 
di l. i, — io' 

nämlich: 

n".r //';/ r"; 

“o + *o “i + iu «t + io 
(321.. + J r + 1* = 

“o + in “l T io “j + io 
ii".t 4 y , e'z 

«o + io «1 + ifi «f + io 



wenn mau berücksirhliget, dass 



2 dB, _ B, 
d io i* i.» 

JL dB n y | 2^ i/t, jr | 2 dB f r» 

Wo'dio //„'Ao «o *1« ■ 
2 _ r /t, .. 2 rj/f, 

/Ov b,' di„ • 

2 .tlh v _ 2 dff, „ 

/?„ i io // t i) i„ 



Pie erste von diesen Gleichungen wird erhalten, wenn man 
die erste Gleichung 30) mit B„B 0 X , die erste Gleichung (29' mit 
B Ü B,Y. die zweite Gleichung (29) mit B„B,Z iniiltiplicirt und alle 
drei Gleichungen unter llcrneksirhliguug von (6 und (+) addirt. 
Ebenso wird die zweite Gleichung (32) erhalten, wenn inan die 
erste Gleichung (29) mit B„B,X, die vierte Gleichung 29 mit 
B,B,V, die Gleichung (31) mit B,B,Z iiiultiplirirl und addirt. 
Die dritte (Bleichung (32) erhält mau endlich ) wenn man die 
zweite (Bleichling (29) mit B„B,X. die Gleichung (31) mit B,B,V. 
die fünfte (Bleichling ;29) mit B,R t Z multi|dirirt und addirt. 

Multiplieirl uuin die drei Gleichungen (32) der Iteiho nach 
mit X, V. Z, und addirt unter Ilerücksichtigung von (4), so er- 
hält man: 



(33).. 



- ** + ** + = 

“o+*o «1+in «j+*o 

2 dB* Y ,_±dß, y ,_±dB, 4_dB, 

B a it,,' ß, < K R, rl„ + 



XY+ 



I dB, 
B„ (>l„ 



XZ. 



eine (Bleichling, welche durch die Substitutionen (4) zugleich mit 
(I) und (2) eine identische wird. 
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Wir erwähnen ferner des Systemes Gleichungen , welches 
aus (32) dadurch hervorgehl, dass man den Variabeln die Werlhe 
zuertheill: x = ß„, y = ß,, z — und demnach X = J) 0 . 
Y — B lt Z = B t , nämlich: 



(34) 



«°ßn . Wj_ , <?ß t _ J_ 
“(1+ 1 « «i+l[i «2+ lo ifo 

«ft i !>ßi . cp, _ o 

« 11 + 1(1 « 1 + 1(1 « 2 + 1(1 



” ß" I & ßl I _ r ßi __ 0 

“( 1 + 1(1 «I + 1(1 « 2 + 1(1 

lim die erste von diesen Gleichungen in der angegebenen 
Form nachzuweisen, bedarf es freilich noch der Keduction 

— — * . . — - — -=s , die sicli aber umgehen lasst, wenn man 

dl* o > 

an die Stelle der ersten Gleichung setzt die erste Gleichung (25), 
welche mit Berücksichtigung von (6) ohne Weiteres die ge- 
wünschte Gestalt anniinnit. 

Wir bringen endlich die Substitutionen (4) in Frimienmg: 
n".T + b"y + c° i = X , 

(35) ax + b'y + cz = Y, 

a"x + b 'y H- c"z — Z , 



um sie mit den beiden vorhergehenden Systemen Gleichungen zu 
einer neuen Gleichung zusammen zu stellen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die linken Tlieile der Glei- 
chungen (34) als die erste Ilorizontalreihe der Goniponenten ei- 
ner Determinante A', die linken Tlieile der Gleichungen (3ä) als 
die zweite Ilorizontalreihe , und die linken Tlieile der Gleichun- 
gen (32) als die dritte Ilorizontalreihe der Guniponciitcn dersel- 
ben Determinante, so haben wir nach Satz (31) der siebenten 
Vorlesung von der Multi|ilicatiou der Determinanten: 



_ßo_ , 


ß, 


_ ß> 


«0 + io 


«1 + io 


«2 + io 


x, 


y> 


*. 




y , 


c 


+ *o 


«1 + in 


“2 + io 



Denn der zweite Factor, die Determinante J , gebildet aus den 
neun Subsliliiliouscoeflicienten, ist nach (20) der neunzehnten Vor- 
lesung = 1. 
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Wenn wir in gleicher Weise die Determinante K aus den 
rechten Thcilen der angegebenen (Weichlingen bilden, so erhal- 
ten wir mit Itücksicht auf (14) der siebenten Vorlesung: • 



(37) . . A'= 



I 

B* 



F, 

r_JL 
B, 0 k, B t 



Z, 

0B, y _ 8 _ f)ß, 

0k, * pA„ V 



Pt» 



oder, wenn wir diese Determinante entwickeln und für die par- 
tiellen Dilfcrentialquoticnten die oben angegebenen Werthc ein- 
selxen : 



(38) K = 



I 

6t A 0 )(A n 1 1 ) it ^ 



{ U, - A.) B„ YZ+ (A,- A„) B , 7X+ (A 0 - 1,) 7?,.V F} . 



Wir haben demnach die durch die Siibstilutionen ( 4 ) iden- 
lisrhe Gleichung: 



fr . 




ß , 


”4" 


“ 1 + Ä» 


«j + A„ 


X t 


y> 


* 


X 


v , 




«o + 


“1 + ^0 


“ t + A n 






Diese Gleichung ist im Grunde nichts Neues. Denn sie 
führt vollständig entwickelt auf die Gleichung (31) der neunzehn- 
ten Vorlesung zurück. Sie ist aber von Bedeutung wegen der 
Form, in der sie hier auftritt. 



Wir gehen über zur geometrischen Interpretation einzelner 
Gleichungen, welche wir in dem Vorhergehenden entwickelt halten. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Grössen ß„, ß, , ß t als 
die variabcln rechtwinkligen Coordinaten eines Dunkles im Raume. 
Unter dieser Voraussetzung stellt die erste Gleichung (8) eine 
auf ihre llauptaxen bezogene Oberfläche zweiter Ordnung dar. 
Lässt man in ihr A variiren, so erhält man ein ganzes System 
Oberflächen zweiter Ordnung von der Eigenschaft, dass ihre 
durch irgend zwei llauptaxen gelegten Schnitte, welche, wie be- 
kannt, Kegelschnitte sind, dieselben llrcnnpunkle haben. Solche 
Oberflächen nennt man conforale Oberflächen zweiter 
Ordnung. Ihr analytischer Ausdruck ist die Gleichung (8) mit 
veränderlichem Werthe von A. 
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Betrachten wir «len Punkt im Raume als einen gegebenen 
durch seine Coordii.aleo ß,„ ß„ ß„ so beweist .las erste System 
Gleichungen (7). dass durch den gegebenen Punkt drei verschie- 
dene confocale Oberllächen hinducchgehen. l»ie eine von diesen 
Oberflächen ist ein Ellipsoid, weil alle drei Nenner in der er- 
steu Gleichung positiv sind. Die zweite Oberfläche ist ein erstes 
Hyperboloid, weil in der zweiten Gleichung der dritte .Neuner 
allein negativ ist. Die dritte Oberfläche ist ein Hyperboloid der 
zweiten Art, weil die beiden letzten Nenner in der dritten Glei- 
chung negativ sind, während der erste positiv ist. 

Jede von den drei Arten roHlbralcr Oberflächen erlTillt den 

ganzen fliehen Raum, weil für beliebige Wertlie der Goor- 

diuaten ß 0 . (?,, ß, innnec Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
gefunden werden, welche zwischen den in (12) angegebenen Gren- 
zen liegen. 

Lässt man l abnehmen von oo bis — so wird das tür 
* __ jo unendlich grosse Ellipsoid immer kleiner bis es endlich 
in die Fläche der Ellipse fällt, welche durch die Gleichung aus- 
gedrückt ist : 

. . ft.* . „JjL = 

( 4 ®) — a. ^ a. — a. 



Diese Fläche bildet die Grenze zwischen den Ellipsoiden und 
den Hyperboloiden der ersten Art. Das Hyperboloid der ersten 
Art in dieser Grenze fällt zusammen mit dem Theile der (3^, Ebene,, 
welcher von der genannten Ellipse ausgeschlossen ist. Nimmt k 
weiter ab von - «, bis - so bildet in der letzten Grenze 
die Fläche der in der Ebene liegenden Hyperbel : 



(41) 



ßl 






die Grenzen der Hyperboloide der ersten Art und der Hyperbo- 
loide der zweiten Art. Die andere Grenze der Hyperboloide der 
zweiten Art bildet die ß,ß t Ebene. 

Zwei confocale Oberflächen derselben Art können sieb 
nicht in reellen Punkten schneiden, weil für einen reellen 
Schnittpunkt ß„ ß , ß, die Wurzeln der kubischen Gleichung (8) 
dann nicht zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen 
würden. 
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Ihe (.osiiius ,1er Winkel, welche die i„ ,,e„. Punkte ßaß ß 

/ V ,h,,T 1 ih " confocale,, Oberflächen ( J 

«M. n Tangentenebenen mit den Coordinalenebenen bilden, ver- 
halten sich bekanntlich wie: 

— ft— ; _jL . ßt 

“n T 4o “i + i« ' «, + ’ 

— ft , : ~ ß ' ~ ■ ß' 

“» + *i S i + V«, + 1,' 

ft . _ft_l . ß t 

“» + **'«, + *,•«, + */ 

Ifi h"* ' l "’ S ' n Al,sdr " t ken 2usa niniengeselzten Gleichnn- 

ande se„k?ec.'T n ; , 1° genanB,en Ta "8entenebenen auf ein. 

an e, senkrecht stehen. Wese Hemerkungen fassen wir in einem 
Salze zusammen wie folgt : 

Gonfoeale Oberflächen derselben Art schneiden 
. t ,,r h ,, Gon locale Oberflächen verschiedener 

recht 1* 7 S '7 i,,UnCr 1,1 reclie " l’nnkten senk- 

1‘nnkte des Raumes schneiden sich 

c o n f oc 1*1 r () b e Etlichen. ZWeiler 

Taf ,Ä , g 'f ’77' Pu " kle ,n ' Raun,e f "' ,lfe Oberfläche (8) einen 

Tangente, .kegei legt, so wird die Gleichung desselben nach Vor- 
schrift von (20) der vierzehnten Vorlesung: 



(«) j 



ft* i Hiv , p t : 
«0+i 






*7 



) I . 



- 1! = o. 



Dm Summe der Gheder zweiter Ordnung in dieser Gleichung 

n 7 , " k : der A ' ,s,lr " rk - «'«• »' (24) durch die Substitutionen 4 
translorunri worden ist. Durch diese Transformation ist zugleich 
. as »Yoblem der Hau,, laxen des Tangentenkegels grlös , W 
Aullosung des Problem,, ist in He, reif der neun ^.bstitntion 
coeflicienten unabhängig von dem besonderen Werlhe von A j n 
(42) und kann nach dem Vorhergehenden deshalb in Worten als,, 
wiedergegeben werden: 

Ta "S«"le'ik e gH. welche von einen, beliebig 
gegebenen Pnnkle eis Spltge „nfoc.le Obetlli 
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flächen zweiter Ordnung gelegt werden, haben die- 
selben Itirhtungen ihrer Hauptaxen. Die durch den 
gegebenen Punkt gelegten Tan gen teile he neu an die 
drei, durch ihn gehenden, confocalen Oberflächen 
schneiden sich in den allen jenen Tangentenkegeln 
gemeinschaftlichen Hauptaxen. 

Ein Punkt im Raume bestimmt die drei durch ihn gelegten, 
mit einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung confocalen, 
Oberflächen. Umgekehrt ist der Punkt bestimmt durch die drei 
confocalen Oberflächen, welche durch ihn gellen. Diese drei 
Oberflächen bestimmen zwar, indem sie sich schneiden , S ver- 
schiedene Punkte. Allein unter angemessener Beschränkung, 
zum Beispiel, dass der Punkt nur positive rechtwinklige (Koordi- 
naten habe, wird derselbe durch die drei durch ihn gehenden 
confocalen Oberflächen unzweideutig bestimmt sein. Wir werden 
in dem Folgenden diese Beschränkung festballen, ln dieser Vor- 
aussetzung bestimmen die rechtwinkligen (Koordinaten ß 0 . ß , , ß, 
eines beliebig gewählten Punktes p im Raume auch die drei Wer- 
the von A gleich A 0 , A, , A,, welche den drei, durch den Punkt 
gelegten, confocalen Oberflächen (7) entsprechen; und umgekehrt 
sind durch letztere die rechtwinkligen ('.ordinalen ß 0 . ß,, ß, des 
Punktes p unzweideutig bestimmt. 

Diese drei Wurzeln A„. A, , A, der kubischen Oleiclmug (8) 
führen den Namen der elliptischen (Koordinaten des Punk- 
tes im Raume, dessen rechtwinklige (Koordinaten sind ß 0 ,ß,,ß t . 
Ihr geometrisches Bild sind die drei, durch ihn gehenden, con- 
focalen Oberflächen. Durch letztere wird in ihrer unendlich na- 
hen Aufeinanderfolge der unendliche Raum zcrtheilt in recht- 
winklige Parallelepipedeu , wie dasselbe in ähnlicher Weise in 
dem rechtwinkligen (Koordinatensystem durch die (Koordinateu- 
ebenen in ihrer Aufeinanderfolge geschieht. Die Summe aller 
dieser Parallelopipedeu , welche innerhalb einer gegebenen Ober- 
fläche liegen, bestimmen den körperlichen Inhalt der Oberfläche. 

Die (Kurven , in welchen sich zwei confocale Oberflächen 
zweiter Ordnung schneiden, nennt man Krümmungscurvcn. 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei in dem Punkte 
auf einander • senkrecht stehende krünmmugseurven. Die eine 
schneidet sämmlliche confocale Ellipsoide, die zweite sämmtliehe 
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confoeale Hyperboloide tler erstell und die dritte säiumlliehe con- 
foeale Hyperboloide der zweiten Art seukreelit. knuntuungs- 
eurven, welche auf ein und derselben eonfoealen Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen, heissen Krüinuiungsrurven dieser 
Oberfläche. 

Die Krüininungseurveii einer Oberfläche zweiter Ordnung 
kann man nach dein Vorhergehenden eiutheilen in zwei Arten: 
Die Krüininungseurveii der einen sowie die KrüuuiHirigscurvcn der 
anderen Art schneiden sich nicht. Dagegen schneiden die kriim- 
iniingscitrven der einen Art die Krünnnungscurven der anderen 
Art senkrecht. 

Die Krüininungseurveii einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung zertheilen demnach in ihrer unendlich nahen Aufeinan- 
derfolge die Fläche in unendlich kleine Hechtecke. Die Summe 
dieser Rechtecke giebt den Flächeninhalt der Oberfläche. 

Der analytische Ausdruck der Krüiniiuiugscurven in ellipti- 
schen Coordinateu sind zwei von den Gleichungen : 

A 0 = C B , 2, = C\. i j - C t , 

in welchen die Werlhe der Gonstanten C B , C, , C, beliebig zu 
wählen sind aus den in (12) angegebenen Grenzen. In recht- 
winkligen Goordinalen sind es zwei von den in (7) angegebenen 
Gleichungen. 

Zur Transformation eines in rechtwinkligen Goordiuateu ge- 
gebenen Ausdruckes in elliptische Goordiuateu dienen die drei 
ersten Gleichungen (10). Zu den Differentialen der rechtwinkli- 
gen Goordiuateu, ausgedrürkt durch die elliptischen Goordinalen, 
gelangt man auf folgendem Wege. 

Difl'ereuzirt man die Gleichungen (7), indem man ebenso die 
rechtwinkligen als die elliptischen Goordinalen als variabel be- 
trachtet, die Grössen aber als coustaut, so- erhält man 

mit Berücksichtigung von 6): 

= Mß „ + h'dß, + c«dß, . 

(43) = adß„ + b'dß, + r'dß , , 

= «’dß, + b"dß, + c'dß t . 
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Her Vergleich dieses Systeines (ileichimgeii mil den Sub- 
sütutionen (4) erweiset folgenden Salz: 

Es ist erlaubt, sowohl in den Substitutionen (4), 
als in allen den Gleichungen, welche diese Substi- 
tutionen zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Veränderungen zu machen: 



X , 


y. 


9 • 
4 1 


X, 


V, 


Z, 


dßo. 


dß,. 


dß t l 


<n„ 

2B 0 ‘ 


<IX, 

’ 


,n, 

in. 



Von’ den durch diese Veränderungen aus den entwickelten 
Formeln hervorgehenden DilTercntialforineln heben wir nur drei 
hervor. Erstens die aus (39) hervorgehende IHlfercntialformel : 



(45) 





ßi_. , 


A_ 


«o + *n 


«, + to 


«« + 1„ 


<lß„. 


dßt. 


dß. 




dß l_, 


dß. 


“o + *o 


“1 + x„ 


“» + *o 



= Q { - *,) B* >n, dX t + X, - XJBfdX, rft„+ {X 0 - X,) B,'d\„dX , } 



Q ' = U, - i„) - *,) ‘ 



Auf die Dedeutuiig dieses Differeiitialausdruekes werden wir 
in einer späteren Vorlesung, die über die Krümmungscurven 
der Oberflächen im Allgemeinen handeln wird, wieder zurück- 
kommen. 



Wir führen zweitens die aus ( 33 ) hervorgehende Differential - 
Formel au: 

_«W_ . _J1'_ , _Jßg_ _ 

«0 + a, -f- «t + 



(«) : . . . 



dt* 

2 /V rX 0 " 



1 d^t nt _ _* JA-rfjl* 

iHf tX n ’ 2//,* fl, * 



+ «k t*’ 



von welcher wir in der folgenden Vorlesung Gebrauch machen 
werden. 
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Drittens machen wir auf die aus ('•leichung (|) hervorgehende 
DifTerential-Fnrinel aufmerksam : 



(47) . . . rfftf + dß,' + dß,' 



1 I rfV , dlj_ j/A£j 

Ä D ' fl,* "*■ fl,» I ’ 



welche das Quadrat des Differentiales ds des Uugens irgend einer 
Kurve darstellt , auf der einen Seile ausgedrüekt durch recht- 
winklige, auf der anderen Seite durch elliptische Koordinaten. 

Setzen wir, uni diesen Differential-Ausdruck übersichtlicher 
zu niacheu : 

A' = («o + K) («i + K («, + V. 

- A,' = («, + *,) («, + *,) («,+ *,). 

( 48 ) 

A,' = («o + *t) (“. + *.) («, + A f ), 

P = A„ — A,) (A n A*) (A| — A,), 



so erhalten wir: 






llieraus ergeben sich die Differentiale da 0 , da,, da t der 
Langen der krünunungscurven, welche auf den confocaleu El- 
lipsoideu , den confocaleu llyperbobdden der ersten, den confo- 
calen Hyperboloiden der zweiten Art senkrecht stehen: 






(50) 



l r d i„ 

y (A, A, ) A„ 

VTdi, 



da, — A 

A.) a, 

, i VT dl, 

da = — 

2 VÖo-l,)A, 



und aus dem letzteren der ganze U in f a ii g V d e r K r ü in in ungs- 
curve, in welcher sich das Kllipsoid A„ = C’ 0 und das Hyper- 
boloid A, = C, schneiden, durch Integration und Multiplication 
mit 4 : 



( 51 ) 



- 2_te 



~i7TV( a, 
A 



A.) dl. 



wobei zu bemerken ist, dass nur der eine Zweig der knnnuumgs- 
curve in Betracht gezogen worden ist. 
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Wenn A, den Werth — er, erhält, so fällt das diesem Wer- 
Ihr. entsprechende Hyperboloid in die ß 0 ß, Ebene des (joordina- 
tensyslems , und die in Rede stehende Krüiniiiungscurve geht 
über in den Kegelschnitt, in welchem das Ellipsoid von der 
ß„ß, Ebene geschnitten wird. Deshalb gehl auch der angegebene 
Ausdruck V in diesem Falle über in den Ausdruck (35) der vor- 
hergehenden Vorlesung , wenn man überdies A 0 = A setzt. 

Wenn mau die llogenelemeute da, und da t nmltiplicirt, so 
erhält man das Flächeiicleiucul dF des Ellipsoides A 0 = C„: 

„ i a, — a,i Fu„ — i.) V(h~Tj <n, <n t 

(□21 dt — 4 , 



woraus durch doppelte Integration und Multipliratinn mit 8 der 
ganze Flächeninhalt F des Ellipsoides A 0 = C a hervor- 
geht: 



— cc. — a. 



(53) 



F : 



*J J 



u, 



■ A,)F(A„ - 2,) K(l q = 
A, A, 



j.,) ,u, di. 



Um diese Formel zu prüfen , setzen wir A„ == — , in wel- 

chem Falle F den doppelten Flächeninhalt der Ellipse (40) gehen 
muss, deren einfacher J aus (38) der vorhergehenden Vorlesung 
erhalten wird, wenn man A = — e, setzt. Man sieht alter in 
der Thal, dass, für A = A 0 = — a,-, wenn man die gleichen 
Factoren des Zählers und .Nenners in F unterdrückt, wird: 

iJ = F. 



Man erhält endlich das Körperelemenl dE, wenn man die 
Bogeneieinente da 0 , da,, da t mulliplicirt: 

l _ (Ap A. ) (An A,) (A, l,) rftq dl, dl, 

® A, A i A, 

woraus durch dreifache Integration und Multiplication mit 8 der 
kubische Inhalt E des Ellipsoides A„ = C 0 hervorgeht: 



( 55 ) . . 




(l , ~ n (l, — A»i d A„ dl, dl , . 
A„ A, A, 
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Direct findet man den kubischen Inhalt E des Ellipsoides 
in rollender Weise. Man beschreibe um den Mitl<*l|>iinkt des 
Ellipsoides' mit der grössten Axe als liadius eine Kugel: 

_ ßl_ , _ , 

“(i + k> «n + ki “n + ki 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der ersten Eieichung (7) 
des Ellipsoides lehrt-, dass jede auf der grössten Axe des Ellip- 
soides senkrecht stehende Ebene das Ellipsoid in einer Ellipse 
und die Kugel in einem Kreise schneidet, deren Flächeninhalte 
sieh verhalten wie : 

/(«■ + *0- Vi a , + W : V'{«0 + K) V a a + K) ■ 

in demselhen Verhältnisse stehen auch die körperlichen In- 
halte des Ellipsoides E und der Kugel K. Mail hat daher: 

p—K K(«i + ki) 

■ ^,+kd ^r«„+io) 

Setzt mau nun für h' den bekannten Werth für den Inhalt der 
Kugel, so hat man: 

(56) . . . E=z $ ■ ;/(«„ -f A 0 ) y (er, + A 0 ) /(et, -f A„) ■ n. 

Man hat daher mit Itücksicht auf (55) die merkwürdige Integral- 
Formel : 

k, 

(57) ^ / («„+i;j/ (i(+k,)/ / («,+k))-*^ JJ j WW(k~kt) dlrfU 

-a„ a, u. 

Ein speeiefler Fall der elliptischen Itaumcoordiuateu , mit 
deren Hülfe wir die vorangegangenen Integralformeln fanden, 
sind die elliptischen Kugelconrdinaten. Man wird auf 
sie geführt durch die Annahme; dass die Grössen a t sich 

sämmtlich der Grenze .Null nähern. 

Diese Bedingung drücken wir dadurch aus, dass wir setzen: 
(50) a 0 =={o", 0 f|. = {«', «, = £«” 

und annehmen, dass der Factor £ sich der Grenze Null nähere, 
während die Grössen a“, a irgend welche gegebene endliche 
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Wertlie behalten. l)a mm die elliptischen Gonrdinatcii A„, 1,, A, 
zwischen den in (|2, angesehenen Grenzen liegen, so werden wir 
setzen: 

(59) A„ = A°, A, = tA\ A, = i\", 

um mit endlichen Werthen von A", A’, A" zu operiren. 

Die Grössen A°, A', A" sind nun diejenigen, welche wie el- 
liptische K ugel rooril ina t en nennen. 



Die Delationen zwischen den rechtwinkligen Goordinaten 
und den elliptischen kugelcoordinatcn erhalten wir durch Kin- 
setzen der Werthe (58) und (59) in die drei ersten Gleichungen (71, 
nämlich : 



(t;oi 



ß* + 


ß? 


+ ß,' 


= 


ßj_ . 


ß,' 






+ A' + 


TT +T 


+ «" A' 


■ 0 1 


+ T 7 ^ 


«' + Ä" 


. ßß 

" 1 id 

a. 4- a 


= 0. 



Was die Grenzen der elliptischen kugelcoordinaten anhel riiVl , 
so entnehmen wir aus (12), dass von diesen Goordinaten: 



die grösste A° liegt zwischen 00 und o, 
die mittlere A” zwischen — a" und — er', 

' 61 ' 

die kleinste A zwischen — er und — a° K 
vorausgesetzt, dass: a° > a > er". 

Hiernach stellt die erste Gleichung üO) ein System con- 
cenlrischer kugeln dar, die zweite und dritte Gleichung ein Sy- 
stem cdnfncaler Kegel , deren Spitzen in dem gern einsamen Mit- 
telpunkte der kugeln liegen. Im IVhrigen wiederholt sirli an 
diesen drei Arten Uherllächen das. was wir von den drei Arten 
confocaler Oherllärhen ausgesagt Italien. 

Die Gurveu, iu welchen die genannten kegel die Ku- 
gel. deren Hadius y / A° = 1 ist. schneiden, nennen wir sphäri- 
sche Kegelschnitte. Es sind dieses die Schnillcurveu von 
heliehigen kegeln zweiter (h'dmmg mit einer Kugel, deren Ita- 
dius = 1 und deren Mittelpunkt iu der Spitze der kegel liegt. 
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Das Kngeuelenicnt da , , des durch r— 1 und i'= C bestimm- 
ten sphärischen Kegelschnittes wird demnach, wenn wir, uni ab- 
zukürzcn, setzen: 

— Ä * = a° + X") a -(- X') (a -)- i'). 

( 62 ) ... . 

A"'= («• + X") a + X") («" + X"), 
aus (50) erhalten gleich: 

1/Tf_ i"\ „ 

(63) de, = 4 . A „ ’ dX , 

woraus mau durch Iutegratiou und Multiplicatiou mit 4 den gan- 
zen li m fang U‘ d e r spl. arischen Ellipse erhält, welche 
durch die Ineichungen i° = l.uiul X' -- (7 gegeben ist: 



— a 




Diese (.leirhiing geht, wenn man X' = — «" setzt, über in. 

— u 

r di' 

(65) ’ 2n = jci'+T)’ 

— a “ 

weil in diesem Kalle die sphärische Ellipse ein grösster Kugel- 
kreis wird. Die Itirhtigkeit dieser Integral-Formel lässt sich leicht 
direct nacliw eisen. 

Das Flächenelemenl dF auf der Kugelohernäclie erhält man 
aus (52) gleich: 

(66) dF = ± di! dX", 

und daraus den Flächeninhalt F‘ der sphärischen El- 
lipse, welche durch 1° •-= ] und X' (7 gegeben ist, durch 
Integration und Multiplicatiou mit 4, nämlich: 

— a /T 

W> r= J 

— a" — a 

Dieser Flächeninhalt wird gleich der halben Kugelohernäclie, 
wenn A' = — a . Man hat daher die merkwürdige Integral-Formel: 
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Das Körperelement dK erhält man ans (54): 

(69) . AK = ( * T, dl 0 di! dl", 

A A 

und durch Integration und Multipliration mit 8 den körperlichen 
Inhalt K der Kugel mit dem Radius y'l°: 

— a — a" 

(70) A'= f l°lj J -~-p- dl' dl", 

— «° — a 

woraus ebenfalls die Integral-Formel (68) hervorgeht, wenn man 
für den körperlichen Inhalt der Kugel seinen bekannten Werth 
setzt. 

Schliesslich wollen wir noch eitles Principes Erwähnung 
thun , welches dazu dient , • gewisse Doppclintegrale auf einfache 
Integrale zurückzuführen. Dieses Prinrip leiten wir aus dem be- 
kannten Satze der sphärischen Trigonometrie her, dass jeder Win- 
kel eines sphärischen Dreiecks zu der ihm entsprechenden Seite 
des Polardreiecks addirt n giebt. Aus diesem Satze folgt un- 
mittelbar, dass der Flächeninhalt eines sphärischen 
Dreiecks zu dem Umfange seines Polardreiecks ad- 
dirt 2it giebt. 

In dieser Fassung lässt sich der angegebene Satz leicht aur 
sphärische Polygone ausdehnen , so wie auf irgend welche ge- 
schlossene Curven auf der Oberfläche einer Kugel, deren Radius 
= 1 ist. Wenn man nämlich unter Polarcurve einer gegebenen 
Curve auf der Kugeloberfläche diejenige versteht, welche. von dem 
grössten Kreise, berührt wird, dessen Pol die gegebene f'.urve 
beschreibt, so hat man als Erweiterung des angegebenen Satzes 
folgenden : 

Die Summe des Flächeninhaltes einer sphäri- 
schen geschlossenen Curve und des Umfanges ihrer 
Polarcurve ist gleich 2rc. 

Da sich nun der Flächeninhalt einer sphärischen Curve als 
■ein Doppelintegral darstellt, der Umfang der Polarcurve aber als 
ein einfaches Integral , so sieht man , wie auf diesen Satz ge- 
stützt gewisse Doppelintegrale auf einfache Integrale zurückgeführt 
werden können. 

Hm», Anal y t - Gcomelr. 18 . 
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« 



Als pin einfaches Beispiel solrher Zurückführungen hielel 
sieli ilie sphärische Ellipse dar, welche von dem Kegel begrenzt 



wird : 



_ft,! , 0,* . ft* 

a°+X'^ «'+ k‘ " r «"-ft.' 



o, 



deren Polarellipse nach (15) der vierzehnten Vorlesung von dem 

, , , „ 

K + l) ft* + («'+ i. ) ft 1 • + (« + 1 ) ft* = o 

begrenz! wird. 



Dreiundzwanzigste Vorlesung, 
Kürzeste Linien auf dem Ellipsoid. 



Ilie Varialions- Rechnung lehrt die Differentialgleichungen 
der kürzesten Linien auf Oberflächen entwickeln, und ermittelt 
aus denselben durch geometrische Interpretation Eigenschaften 
dieser Linien. Enter diesen findet sich die charakteristische 
Eigenschaft der kürzesten Linien auf. einer Oberfläche, dass 
die Schiniegungsehene der kürzesten Linie in jedem 
ihrer Punkte durch die indiesem Punkte errichtete 
Normale der Oberfläche hindurrhgeht. Beun, wenn 
eine Curve auf der Oberfläche diese Eigenschaft hat, so ist sie 
eine kürzeste Linie auf derselben. Wh 1 nehmen diese charakte- 
ristische Eigenschaft der kürzesten Linie als Definition derselben 
an, um daraus ihre Differentialgleichung herzuleiten. 

Es seien ft, ß, , ß, die Coordinateu eines beliebigen Punk- 
tes p einer durch ihre Gleichung gegebenen Oberfläche : 

(I) . . . , . ... . u — u. 

Es seien ferner ß„ -f- rfft, ß, + riß,, ß, -f riß, die Goordinaten 
eines beliebigen, aber dem Punkte p unendlich nähen Punktes q . 
der Oberfläche. Da diese Goordinaten auch der Gleichung (l) ge-' 
Rügen müssen, so hat ruan;' 
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wenn man 

(2) • • • • 



u + u„dß 0 + u,dß, + u t d\ J, = n, 
um abziikiirzrn setzt : > 



du 

Wo 



du 

Wr' 



du 

W, 




Wenn man die Gleichung (l) von der darauf folgendeil ah- 
lifht . und die höheren Polenzen der unendlich kleinen Grössen 
dß 0 ,dß lt dß t gegen die niederen vernachlässiget, so erhält man 
die Gleichung einer durch den Punkt, p gehenden Ebene: 



( 3 ) • • »odßo + + <‘t<tßt = " 



bezogen. auf ein. dem zmn Grunde gelegten Goordinatensvstein, 
paralleles Goordinatensystcm , dessen Anfangspunkt in dem Punkte 
p liegt, indem die unendlich kleinen Grössen dß 0 , dß,, dß, die 
Goordinaten des Punktes q in diesem Systeme vorstellen. 

Es beweiset dieses, dass der. dem Punkte p unendlich nahe 
Punkt q hei seiner Bewegung auf der Oherllürhe einen TheÜ 
der Ebene (3) beschreibt, der Tangente, ne bene der Ober- 
f hiebe in dem Punkte p. Die Normale der Oberfläche, 
das ist die Normale der Taiigenlenehene in dem Berührungs- 
punkte, bildet demnach mit den Goordinatenaxen Winkel, deren 
Cosinus sich verhalten wie: 



Schmiegungsebene einer Gurve im Baume in einem 
gegebenen Punkte p der Gurve wird diejenige Ebene genannt, 
welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei andere .* 
Punkte der Gurve gehl, die dem gegebenen unetidlich nahe 
liegen. 

lim die Gleichung der Schmiegimgsebeuc in symmetrischer 
Form zu erhallen, werden w ir ' annehmen , dass die Goordinaten: 



ßo. ß„ ßt 



eines beliebigen Punktes p auf der gegebenen Gurve als Func- 
tionen der einen unabhängigen Variabein t gegeben seien. Aus 
denselben erhält mau die Goordinaten des, dem Punkte p un- 
endlich nahen, Punktes q der Gurve, indem mau für t setzt 
/ d“ di*, 

ßo + ßjt, ß t + ß.'dt, ß, + ß t 'dl, 

IS* 
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wo /T 0 . ß \ , jf, die Riflerentialquolienten der Coordinaten nach 
der unabhängigen Variubeln t bedeuten. Setzt inan in diesen Aus- 
drücken für t wieder t + dt, so erhält inan die Coordinaten ei- 
nes dritten, unendlich nahen Punktes r der Curve: 

ßo + 2 ß 0 'd/ + ß 0 "dt', ß, + 2 ß>'d t+ßS'dt', ß. + 'lß^dt+ß^df. 



Diese Coordinaten beziehen sich auf das ursprüngliche Coor- 
diiiateiisysteni. Verlegt mau jedoch den Anfangspunkt in den 
Punkt p, so werden die Coordinaten des ersten Punktes säinnit- 
iich o und die Coordinaten der beiden anderen Punkte q und r 
werden : 

ßo 'dl, ß ,'dt, ß,'dt, 

2ß^dt + ß’’dt\ 2 ß,'dl + ßl’dt, 'Iß' dt + ß,"dt'. 

% 

Sind nun: 

A , I, Z 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes s rüoksichtlich des letz- 
ten Coordinatensyst eines, so erhält man die Redingung, dass die 
vier Punkte p, q, r, s in ein und derselben Ebene liegen, wenn 
man die aus den angegebenen 9 Coordinaten gebildete Determi- 
nante gleich o setzt. Es ist dieses die Cleichung der Schmie- 
gungsebene, welcher mau nach Satz (29) und (30; der siebenten 
Vorlesung und mit Weglassung des Factors dp folgende Gestalt 
geben kann: 

ßo ’ ßl' ß* 

(4) | ßo", ß,". ß," 

v, r, z 



Nimmt man mui an, dass die Curve auf der Oberfläche (t) 
u — o liege, so erhält man aus der letzten Gleichung die lfe- 
diiigungsglcicliung, welche für jeden Punkt p der Curve erfüllt 
werden muss, wenn die Normale der Oberfläche in der Schmie- 
gungsebene der Curve liegen soll: 



( 5 ) 



ßo. ß,'. ß; 
ßo ßr, ß t " 

u„ , «, , u. 



0 . 



Es ist dieses die llifl'rreutialgleirhung der oben defluirten 
kürzesten Linie der Oberfläche, weiche .in der Zusanunenslelluug 
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mit der Gleichung u = o der Oberfläche die kürzeste Linie der- 
selben analytisch ausdrückt. Vollständig entwickelt hat sie die 
Form: 

(«)••• (»ift"— «tßtlßo + Mißo”— u <ßt")ßi + •hßi"—«,ß»')ßt"= o. 

Da die kürzeste Linie gauz auf der Oberfläche u = u liegt, 
so muss diese letzte Gleichung, wenn man die VVerthe der Coor- 
dinalcn ß 0 , ß, , ß , , ausgedrückt als Functionen der unabhängigen 
Variabein /, einsetzt, unabhängig von den besonderen Werthen 
von l erfüllt werden. Die Gleichung u = o muss dadurch eine 
identische Gleichung in < werden. Durch einmalige und zwei- 
malige Differentiation erhält man daher wieder identische Glei- 
chungen: 

(7) . . . 1‘oßo + "i/V + "ißt — o, 

(8) . . . u 0 ‘ß 0 ' -f- u,'| 3,' -f u,'ß,' + u„ß 0 " + u,ß," -f- u,ß," = o, 

welche mau dazu benutzen kann, die Differentialgleichung (6) 
der kürzesten Linie der Oberfläche umzuformen, und zur In- 
tegration gesehickt zu machen. 

Dcstiuimcn wir. zu diesem Zwecke die Verhältnisse von 
ßo'i ß/i ßt oder vielmehr diese, mit einem unbestimmten Factor p. 
multi|dicirten, Grössen seihst aus den Gleichungen >,6) und (7), so 
erhalten wir für die erste dieser Grössen: 

t*ßo’= *h{"tß»"— «oßt'j — “i(«o(3i" — «,/*»") 

= A(«o* +«,*+««') — «o(“.A" 4- 11 iß" + «»ft”), 
und mit ltücksicht auf (8): 

8fV = + «I* + «.’) + «ü(»o' ßo + u,'ßi 4- Ih'ßi)- 

Wir haben daher: 

pß» = ßo'w + » 1 * + «.*) 4- ««(•<„' ßo 4- u,'ß,' + t/,'ßt), 

1*0/ = 0/'K* + + "»') + u,(u 0 ' ß„' 4- ui ßi + u,'ß,'), 

hßi -- A"(«o* + »I* + 4- «»("o'/V 4- "ißi 4- ßt’)- 

Der Factor p in diesen Gleichungen lässt sich auf doppelte 

Weise symmetrisch ausdrückeu. Denn multiplieirt man diese Glei- 
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cliiingen respeclive mit ft/, ß,\ ß,‘ und addirt, so erhält man 
den gesuchten Factor in der einen Ausdrucks« eise: 




Multiplirirt man dagegen dieselben Gleichungen respeclive mit 
u,\ u,' und addirt, so erhält man: 



* («a 8 + «i 1 + «» *) (“aßt" + “i ß," + “tßt") . 

«p ßo + "i ßi + “i ßt 






- Zieht man den ersten angegebenen Werth von (i von dem 
letzten ah, und dividirt durch K.'-f-w^ + K, 8 , so erhält man folgende 
Form der Differentialgleichung der kürzesten Linie auf der ge- 
gebenen Oberiläche u = o: * 

fq) ißi'+Ut'ßt" I _ ß aß»'+ß,'ß“+ß'ßl" 

' ' WßT+WßT+^V + ft/ 8 + ß.'' + fV* ~ 



Von den drei Brüchen, aus welchen diese Gleichung zu- 
sammengesetzt ist, sind die beiden letzten die vollständigen Dif- 
ferentialquotienlen der Ausdrücke: 

* big («o* + «i* + «,*) , 

Jlog (ft/' + fV’ + ft'’). 

Aber auch der erste Bruch wird ein vollständiger DifTeren- 
tiah|uotient des Ausdruckes: 

■ • 2 lo g(“o'lV + »tßl + « t'ßt). 

wenn man voraussetzt , dass : 

(10) . . . u,,' ft," + u,'ß," + u,’ ß," = u 0 ''ft„' + u,"ß,' + u,"ß,'. 

Unter dieser Voraussetzung hat mau das erste Integral der 
Differentialgleichung '9) mit der willkürlichen Gonstante c: 

, (u„* + »i 8 -(- »i'ft'-l- ",'ß,') I _ 

1 • • ■ • ft/ 8 + ft r +ft' 8 -rc — o. 

Mau überzeugt sich leicht, dass die Bcdiugungsglcichiing (to) 
erfüllt wird, wenn die gegebene Oberiläche u o von der zwei- 
ten Ordnung ist. Nehmen wir daher an, die gegebene Ober- 
iläche sei das Kllipsoid: 



(12) . . . u 






«rt+V «l“Mo «» + *0 
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sw» erhalten wir aus in) die erste luleghalglcichiing der kürze- 
sten Linie auf demselben: 



( ft,» , ß>* . iJA' + Jß<L 4. d K I 

l(«o+L>/ + '“«+ t®)*i )«„-(- «i+io «*+ •U 

+ e {dft* + dß,' + dß t '} ,= o, 

oder mit üerücksichtigung der ersten Formel (2ä) der vorher- 
gehenden Vorlesung und nach Mtilliplicalion mit B' : 



w Ufa * jf+s + .;+s) +•*«« +«?*w 



'iß,' 



'ißt' 



Diese Differentialgleichung muss mit Zuziehung der Glei- 
chung (12) des gegebenen Ellipsoides nochmals inlegrirt werden, 
wenn man die Oherlläche erhallen will, welche das gegebene 
Ellipsoid in der kürzesten Linie auf demselben schneidet. Doch 
bevor wir diese letzte Integration unternehmen, wollen wir eine 
geometrische Interpretation der vorliegenden DilTereulialgleichung 
(13) vorangehen lassen. 

Die Differentialgleichung ,13) von def ersten Ordnung, aber 
vom zweiten Grade, weil in ihr die Differentiale der Variabein 
in der zweiten Potenz Vorkommen, stellt hei unveränderlichem 
Worthc der Constanle r nicht eine, sondern zwei verschiedene 
kürzeste Linien dar, welche von dem durch die Goordinaten 
ß„< ß, • ßt bestimmten Punkte p des Ellipsoides (12) ausgehen. 
Sie stellt, wenn man die Differentiale dß„. dß,, d ß t als variable 
rechtwinklige -Coordinaten betrachtet einen Kegel zweiter Ordnung 
dar mit der Spitze p. Die Schnittlinien der Tangentenehene 
des Ellipsoides (12) in dein Punkte p und des Kegels sind die 
Tangenten der beiden von dem Punkte p ausgehenden kürzesten 
Linien auf dem Ellipsoid. 

L’m auf die Natur dieser beiden Tangenten näher einzuge- 
heu, transformiren wir die Gleichung des genannten Kegels, 
welche sich, wenn wir für dß tt , dß,, <lß 3 respcctive setzen x, y, z 
also darstellt: 



(Ä 



+ 



y» 

+ 






durch die Substitutionen (4) der vorhergehenden Vorlesung auf 
ein i echtwinkliges (Koordinatensystem, von welchem zwei Axcn 
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in dem Punkte p Tangenten sind der von diesem Punkte aus- 
gehenden Krüinnuingsrurven des Eliipsoides. 

Diese Transformation der beiden Tlieile der Kegelgieichung, aus 
welchen sie bestellt, findet man bereits durebgeführt in (33) und (l) 
der vorhergehenden Vorlesung. Setzt man in der so Iransfomdr- 
ten' Gleichung des Kegels X = o, um die Gleichung der Schnitt- 
linien des Kegels und der Tangentenebene des Eliipsoides in dem 
Punkte p zu erhalten, so orgiebt sich; 



2 dB, y t 



-L < 11 7 



2} +cB a '[Y' + Z")=zo 



als Gleichung der beiden Tangenten der kürzesten Linien in dem 
Punkte p auf dem Ellipsoid. 

Aus der Form dieser Gleichung, in welcher nur die Qua- 
drate der Variabein Vorkommen, ist ersichtlich, dass die neuen 
Cnordinatenaxen die von den beiden Tangenten gebildeten Win- 
kel halbircn. Deshalb hat man den Satz; 



Die in einem gegebenen Punkte des Eliipsoides 
sich senkrecht schneidenden beiden Krümmungscttr- 
ven des Eliipsoides halbireu die Winkel, welche die 
durch denselben Punkt gehenden beiden kürzesten 
Linien bilden, die demselben W e r t h e der Const. ante e 
der ersten Integration entsprechen. 



Es bleibt noch übrig, die beiden von dem Punkte p aus- 
gehenden kürzesten Linien des Eliipsoides geometrisch zu detini- 
rttn, welche demselben Werthe der Lonstante c der ersten In- 
tegration entsprechen. Zu diesem Zwecke, und um zugleich die • 
letzte Jntegration der Differentialgleichung (13) der kürzesten Li- 
nie vorzubereiten, transformiert! wir dieselbe in elliptische Coor- 
dinaten durch die Formeln (46) und (47) der" vorhergehenden Vor- 
lesung, welche in dem vorliegenden Falle, wo A 0 eine gegebene 
Grösse, also rfA n — o ist, die einfache Gestalt annehmen: 



<lß o» , d ß,' ,/ß,' _ J_ dlß_ , _1 rfV 

«o+Au «, + A„ T «, + h, “ •»//,* ‘ A..-A, ' l " 4#,» ‘ A.-Ä,’ 

dß„' + dß* + dß t ' = jjyn,' + 

. I - , . , , 2 dB, B. , 2 dB. /?, ( 

wenn wir bemcksichlmen . nass: — - r - — L- und •- , 

° /t J . J ,1. fl 2—2 
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Durch diese Transformation geht die Differentialgleichung (13), 
wenn wir ferner berücksichtigen, dass nach (48) und (10) der 
vorhergehenden V'oriesung ist: 

= B* (Ln — A,) (A 0 A s ) , 

At = ».* (*, - 1.) (K~ *,). 

A t '= 2?,*(A,-A,)(A.- Ij), 

lind der Kürze wegen die neue konstante y einführen durch die 
Gleichung: 

(14) l 0 + c A* y, 

über iu : 

(46) ■ X _ y ^ y _ lf A t — O. 

Zerlegt man diese Differentialgleichung in ihre beiden linea- 
ren Factoren, so erhält man die derselben Constante c (wofür' 
mau auch die (konstante y nehmen kann) der ersten Integration 
entsprechenden Differentialgleichungen der von demselben Dunkle 
des Ellipsoides ausgehenden kürzesten Linien auf demselben: 

- KÜß— T(j di, _ VCl n ^L) dl, _ 

(t6) Vßf—r) A > V(v— a«) A * 

dA, V p^ÄL, ) n, __ 

K(Ä7— r) ^ KiY-t.) 

Da in diesen Gleichungen die Variahein nur gesondert Vor- 
kommen, so kann man die Gleichungen inlcgrircn und erhält 
dadurch die vonJacobi gefundenen Gleichungen der Oberflächen 
selbst, welche das gegebene Eliipsoid (|2) in den besproche- 
nen kürzesten Linien schneiden: 

/ n~A.-XÖ dAj _ /K (V^r> rfA, _ 

K(T-y) 4 / Kty^ÄÖ ^ " 

dt, /Kd-iß) di, _ 

K(t| — y) V(y—l,) A * 

Dies« beiden kürzesten Linien auf dem Eliipsoid werden sich 
nun in einem Punkte p des Ellipsoides schneiden. Man kann 
aber auch die willkürlichen Goustanten der- Integration c, und c. 
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so bestimmen, «lass die kürzesten Linien sieh in einem gegebe- 
nen Punkte des Ellipsoides schneiden. 

Nehmen wir nun an, um einen bestimmten Fall vor Augen 
zu haben, dass die Constanle y der ersten Integration eineu. 
Werth habe, der zwischen — er, und — «, liegt, so schneidet 
jede der eben bestimmten kürzesten Linien die durch die Glei- 
chung: 

( 18 ) ■ *. — y -= o 

gegebene Krümnmngscurve , mul zwar die erstere in einem 
Punkte '9,. die andere in einem Punkte q,. 

Die elliptischen Coordinaten des ersten Schnittpunktes q, 
sind Ä„, A, = y , A, , von welchen die letztere Coordinale A, in 
der ersten Gleichung (17) dadurch bestimmt ist, dass nach voll- 
führter Integration A, den Werth y annimmt. Der dem Punkte q , 
unendlich nahe Punkt der kürzesten Linie hat die Goordinatcn 
a 0 , y + r/A, , 1, + (IX, und zwischen </A, und r/A, besteht die 
erste Gleichung (tfi). Diese Gleichung giebt für X, = y den ent- 
sprechenden Werth von r/A, = o für die kürzeste Linie, und die 
Gleichung (18) r/A, = o für die Krümmungsrurve. Deshalb be- 
rührt die kürzeste Linie in dem Punkte q, die Krünmiungs- 
curve (18). 

Ebenso berührt die zweite kürzeste Linie (17) dieselbe Krüm- 
mungscurve (18) in dem Punkte </,, in welchem sie die genannte 
Curve trifft. 

Hiernach stellt die Differentialgleichung (13) zwei kürzeste 
Linien auf dem Kllipsoid dar, welche ein und dieselbe Krüm- 
inungscurvc des Ellipsoides berühren , und der oben angegebene 
Satz lässt sich rein geometrisch also wiedergeben: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht schneidenden Krümmungscmrven des- 
selben halhireü in diesem Punkie die von den beiden 
durch ihn gehenden kürzesten Li nien, welche irgend 
eine Krümmungsrurve des Ellipsoides berühren, ge- 
bildeten Winkel. 

Wir thuu noch des Falles Erwähnung, wo die ultraeUiplischen 
Differentiale in den Differentialgleichungen (16) der kürzesten Li- 
nien auf dem Ellipsoid auf elliptische Differentiale zurückkommen. 
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Es ist dieses der Fall, wenn die willkürliche Constante c der 
Integration den Werth 0, und deshalb narb (14) die konstante y 
den Werth l n hat. Hierdurch reduciren sich die Itiilerenlial- 



uiid die DiRerenfialgleichurig (13) der kürzesten Linie, woraus 
diese Gleichungen durch l’ehertragung in elliptische Coordinatrn, 
hervorgegangen sind, auf: 

«ff.* , Jß£_ , Jf£_ _ 

“0 + ä* “1 + *0 "* "t + 

Es ist dieses olTenhar die Dillercntialgleirhuiig einer speciel- 
len Art der kürzesten Linien auf dem Ellipsoid: 

-fcL + -fi*- + JK- - 1 = 0. 

“n+^o “i + *o + 

Wir behaupten, dass sie die Iliirerentialgleichung sei der 
geraden Linien auf dem Ellipsoid. Wir werden diese Behaup- 
tung dadurch rechtfertigen, dass wir nachweisen, wie die Glei- 
chung jeder geraden Linie auf dem Ellipsoid der letzten Difle- 
rentialglcirhung genügt. 

Zu diesem Zwecke drücken wir die Coordmaten ß„, ß t , ß, 
eines beliebigen Punktes auf der geraden Linie, nach der Vor- 
schrift von (7) der sechsten Vorlesung durch eine unabhängige 
Variable r aus, wie folgt: 

ßo == Po + Vo r > 
ß< = P, + 9S. 
ßt — Pt + 9t r 

Soll min diese durch die 6 Gonstanlen />„. p„ q e , q„ q t 
hestiinnile gerade Linie auf dem Ellipsoid liegen, so muss, wenn 
mau die Werthe der Goordinaleu von ß 0 , ß„ ß, in die Gleichung 
des Ellifisoides einsetzt, diese Gleichung unabhängig von dem 
Werthe von r erfüllt werden. Hieraus gehen folgende drei Be- 
dingungen hervor : 



gleichungeu (16) auf: 



</X 

4 

dX, 

4, 



' - y 
+ f=\ 






dlt 

A t 

dX, 

4 



0, 

0, 
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Po* 


4* 


_p,' ; 


4_ 


Pt* _ 


“0+ Li 


1 


“i + Li 


i 


“t + io 


PkVo_ 

“»-Mn 


+ 


Pi?j_ 

“l "Mu 


+ 


PtVt 
“» + *0 


?o* 


+ 




_i_ 


1 * 


«»-Mo 


_ 

« i Hb t» 




“t + *0 



Wenn diese Bedingungsgleichungen erfüllt werden, so liegt 
die gerade Linie auf dein Ellipsoid. Da dieselben aber nicht alle 
6 Constanten bestimmen, so hat man unendlich viele gerade 
Linien auf dem Ellipsoid. Für jede derselben hat man die Dif- 
ferentiale der Coordinaten : 

dß 0 — q a dr, dß, = f/,dr , dß, = r/,dr, 

welche auf Grund der zuletzt angegehenen Gleichung, in die 
Differentialgleichung der kürzesten Linie gesetzt, dieser Gleichung 
genügen. 

Das Ellipsoid enthält nur imaginäre gerade Linien auf seiuer 
Oberfläche , was -die dritte der angegebenen Bedingungsgleichuii- 
gen beweiset. Demi man kann keine reellen Werthc von q v q { , y, 
finden, welche dieser Gleichung genügen. Ebenso kaun man 
keine reellen Werthe von dß„, dß„ dß, angeben, welche der Dif- 
ferentialgleichung der geraden Linie auf dem Ellipsoid genügen. 
OfTen zu Tage tritt das Imaginäre in den beiden ersten durch 
elliptische Differentiale ausgedrückleu Gleichungen der geraden 
Linien aur dem Ellipsoid. 

Obgleich diese Gleichungen keine eigentliche geometrische 
Interpretation gestatten, so haben wir doch hier auf sie aufmerk- 
sam machen wollen, weil die gleiche Untersuchung der kürzesten 
Linien auf dem Hyperboloid mit einer Manlellläche auf ähnliche, 
aber reelle Differentialgleichungen der geraden Linie auf dieser 
Oberfläche zurück führt. 

Um die Länge s der kürzesten Linie auf dein Ellipsoid aus- 
zudrücken, gehen wir zurück auf die Formel (49) der vorher- 
gehenden Vorlesung, welche, wenn man den Werth von P aus 
^48) einsetzt, und bemerkt, dass in dem vorliegenden Falle 
dX„ = u ist, die Gestalt erhält: 
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Setzt inan in dieselbe den Werth von dl, ans einer der Gleichun- 
gen (16) ein, so erhält inan durch Ausziehen der Quadratwurzel: 



,l s — fi i ) d \} 

' ? V(y - 2 ^i 



= (y — **) 



V(K- 



' iiJ Mt y y Aj ) dl 2 



V(r-it) iA * ' ' Vir-ii) 

Hcuutzl man aber die Gleichungen (16), um die Variahelu zu 
sondern, so erhält mau du, für die eine kürzeste Linie, und ds, 
für die andere kürzeste Linie in der von Jacohi angegebenen Form: 

— dl* . ./TT Ti dl, 



(19) 



ds, = /(y-X, //X,-X,) Ja + /ß,- /) f/(X»-X,) 



= Vb - *.) V'K - 9 2 7 - VM -y\ V^-x,) 



■2A,- 



Die Länge s, der ersten kürzesten Linie wollen wir rechnen 
von dem licrührimgs|>uukte derselben mit der krümmungsciirve 
(18), weicher die elliptischen Coordiuaten habe X, — y und 
ij = i,' bis zu dem Schnittpunkte //mit der zweiten kürzesten 
Linie, welcher die elliptischen Coordiuaten habe ). , und i,. Die 
Länge r, der zweiten kürzesten Linie rechnen wir von dem zu- 
lelzt genannten Schnittpunkte p bis zum Uerülirungs|mnkte mit 
der Krünmmngsciirre (|8), welcher die elliptischen Coordinalen 



y und — A 2 " habe. Alsdann erhalten wir durch Inte- 



gration von (19): 



h 



*, Vih - *,) fl +Jv\K-7) 



(20) 



*1 



Ao 



yiX'-K) fl 



X, 



und durch Addition dieser beiden rileichuugen: 

x: 



( 21 ) 



*1 + 






ViK-x*) 



> > dXj 



■2A, 






+ 2 






dl, 



y v\-x> 



* * 
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Diese Somme wollen wir in Verbindung bringen mit der 
Liinge des von den beiden Tangirungs|>unkten begrenzten Bogens 
der krümmungscurve (18). Das Differentiale, dieses Ungens s er- 
halten wir aus der letzten Uleieluing 50) der vorhergehenden 
Vorlesung, wenn wir setzen s für a, und y für 1,, nämlirli: 



ds = Vb-xj /(io-K) 



woraus dureli Integration zwischen den angegebenen Grenzen 
hervorgeht : 



( 12 ) 



= lv¥- 

A\ 



■K) V ! K-K) 



<n, . 



2 Ar 



Ziehen wir diese Gleirhung von '21) ah, so erhalten wir: 
(23) . . . S, + s, - , =iJy'U,^-y) f[ü, - A.) 



2 A, 



Dieser Ausdruck von s, + s, — s ist unabhängig von der 
elliptischen Coordinate A, des Punktes p, in welchem sirh die 
betrachteten kürzesten Linien auf dein Kllipsoid schneiden. Kr 
bleibt uugeänderl für alle Werlhe dieser Coordinate. wenn nur 
die andere elliptische Coordinate einen bestimmten unveränder- 
lichen Werth C, hat. Es beschreibt daher der Punkt p die 
krümmungscurve : 

A| = t’j, 

wenn der Ausdruck s, + s, — s uugeänderl bleibt. 

Dem hierdurch bewiesenen Satze von M. Roberts kann man. 
wenn man die Eigenschaft der auf Oberflächen gespannten Fä- 
den vorausselzl, dass sie sieh in den kürzesten Linien der Ober- 
flächen krümmen, folgenden Ausdruck geben: 

' Wenn man um eine krümmungscurve eines ge- 
gebenen Ellipsoides einen geschlossenen Faden 
schlingt, und diesen Faden durch einen Stift auf 
dem Ellipsoide spannt, so beschreibt der Stift bei 
seiner Bewegung eine zweite krümmungsc.urve des 
Ellipsoides von derselben Art. 

Wir wollen noch bemerken, dass, im Falle die krümnmngs- 
curve A, = C , , auf welcher der sich bewegende Punkt p liegt 
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der Krflmnnmgsrurve k, — y imendluih nalie ist, das zweite In- 
tegral im Ausdrucke (21) wegen des Kantors j/(k , — y) unter dem 
Integralzeichen gegen das erste unendlich klein wird und dass 
im Grcnzfalle, wenn beide Krünnnungscurven zusainmenfaUen, die 
Ausdrücke (21), und (22) einander gleich werden. 



''Vierundzwanzigste Vorlesung. 

Foealcurven dev Oberflächen zweiter Ordnung. . 



Wenn die Gleichung irgend einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung mit einem Mittelpunkt in rechtwinkligen Punktcoordinalen 
gegeben ist in der Form: 

vt yt 

^ . + — 

. “o “i 

so ist nach der in der zwciuudzwanzigstcn Vorlesung aufgestellten 
Definition das System der mit ihr confocalen Oberllärhen zweiter 
Ordnung gegeben: 

X* , r* . /.' 



+ £- 



p* == o. 



-<*„+* + + «,+i pt ~ °’ 



in welchem die gegebene Oberlläche seihst mit inhegrilTen ist. 

Durch Ucbertragnng dieser beiden Gleichungen nach der in 
der zehnten Vorlesung angegebenen Vorschrift in Ebenencoordi- 
naten, nehmen dieselben die Gestalt an: 



(3) «„V* + a,V* + a.W* N* 



0, 



(4) r faU* + a i V , + a, W* — Ä’) + k {U\ + V' + Jfl) = 0 . 



Unter den durch die letzte Gleichung mit dem willkürlichen 
Factor k dargcslclltru confocalen Oberflächen giebt es auch Grenz- 
flächen, für welche der Factor k und die Koordinaten U, V, W, H 
der Ebenen, in welchen sic liegen, nach den Auseinandersetzun- 
gen der fünfzehnten Vorlesung durch folgende Gleichungen zu 
bestimmen sind: r . . ■ • 



«g + k] U — 0, 

(“l + k\ V — 0, 



K.+ h ^=o. 
(fiiariiti wilnjiiii 









- 1 
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Diesen 4 Gleichungen kann «lurcli rulgemle 4 Werthe von A 
genügt werden : 

A = oo, A = — b 0 , A = — «j, A = — er, 
und dein entsprechen folgende 4 Grenzflächen: 

U* -|- P* = o 

(«.-«.) r' + (b, — b 0 ) »*-«* = o, 

(«» B,) 0* + (B, — B,) W* — ft* =0,.# 

K— «.) »* + («i — «,) r* - ä* = o. 



►<«- 



(») • • • • 



Die erste dersellien liegt in der Ebene, welche in das En- 
endliche fallt und entgeht daher der geometrischen Anschauung. 

Die drei anderen Grenzflächen werden begrenzt durch die 
in Dunktcoordinaten ausgedrückten Kegelschnitte : 



fc 

1 

H 

m 

*1 


1 

II 

O 


‘S Jfä R 


“l — «0 ' “* — “o 




X* Z* 

«0— «t — “l 


1 

•> 

ft 

II 

o 


* l” , , • w 


- * s *i ^ 'T 


X* J-* 


j» — . o 




B 0 — B, B, — B, 







(«) 



von welchen jeder in aiuer der drei, die Hauptaxcn der roufo- 
calen Uherflächen verbindenden. Ebenen liegt. 

Denn betrachtet man zum Deispiel die in A veränderliche 
Oherlläche (2) in dein Zustande, in welchem sie sich der vierten 
Grenzfläche nähert, indem man setzt A = — «, + f, und ver- 
steht unter t eine verschwindend kleine Grösse, so hat man die 
Gleichung der Oherlläche in I’unktcoordinatcn : 



X« 



«o— «. + » 



- + 



y* x* 

— — + - - ft* = o. 

«i — “« + « * 



Aus welcher Gleichung zu ersehen ist, dass nur verschwin- 
dend kleine Wertlie von Z derselben genügen können, und dass 
im Greuzfallc die dritte Gleichung 6) den in der X P-Ebene ge- 
legenen Kegelschnitt ansdrückt welcher die Grenzfläche be- 
grenzt. 

Srhliessl mau die im Unendlichen gelegene Grenzfläche aus, 
so bleiben noch drei endliche Grenzflächen übrig, welche von 
den drei Kegelschnitten <») begrenzt werden. 
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Wenn man'annimmt, das»; 

(7) «o > «i > 

so wird der erste Kegelschnitt imaginär, der zweite eine Hyper- 
bel, der letzte eine Ellipse. 

Man nennt diese drei, die Grenzflächen der conforalrn Ober- 
flächen zweiter Ordnung begrenzenden, Kegelschnitte die Focal- 
curven _ der ronfocalen Oberflächen zweiter _ Ordnung. Die 
Focalellipse liegt in der Ebene der grössten und mittleren 
Axe der ronfocalen Ellipsoiile. die Foralhyperbel liegt in der 
Ebene der grössten und kleinsten Axe, die imaginäre Focal- 
ellipse liegt in der Ebene der beiden kleinsten Axen der ron- 
focalen Ellipsoide. 

Die Ebenen , in welchen die reellen Focalcurven" liegen, 
stehen auf einander senkrecht, und die eine Foralcurve gebt im- 
mer durch die Brennpunkte der andere'n. Wir drücken die 
letztere Bemerkung so aus, „die beiden Punkte auf der einen 
reellen Focalcurve, welche in der Ebene der anderen liegen, sind 
die Brennpunkte der letzteren," um sie als einen speciellen Fall 
des allgemeinen Satzes aufzufassen: 

Irgend zwei Punkte der einen reellen Focalcurve 
haben die Eigenschaft der Brennpunkte in Rücksicht 
auf die andere reelle Focalcurve, dass“ die Summe 
oder die Differenz der von ihnen nach einem ver- 
änderlichen P u u k t e der anderen reellen FoCalcurvc 
geführten Strahlen cit*>e constante Grösse ist. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren wie folgt: 

Wenn zwei Punkte im Raunte die genannte Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben in Rücksicht auf einen 
beliebig gegebenen Kegelschnitt, so liegen diese bei- 
den Punkte auf der dem Kegelschnitte entsprechenden 
zweiten Focalcurvg. 

Von der weiteren .Begründung dieser beiden merkwürdigen 
Sätze können wir hier ahsehen, da wir von ihnen in dem Fol- 
genden keinen Gebrauch machen werden. 

Der BegrifT der ronfocalen Oberflächen zweiter Ordnung, der 
bisher nur Oberflächen mit einem Mittelpunkte umfasste, lässt 
sirh so erweitern , dass auch die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt hineingezogen werden. Diese Erweiterung des 

Hesir, Analyt. Geomelr. 19 
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Begriffes der ennforalen Oberflächen zweiter Ordnung werden wir 

ableiten von der in Ebenencoordinaten gegebenen Gleichung (4\ 

der confocalen Oberflächen, in welcher wir für 1 setzen — und 

8 

mit fi multipliciren, wodurch wir erhalten: 

(8) fi («„P* + a, V' + a t l V' — R r j + d (P* +- P* + »") == 0. 

Der erste Theil dieser Gleichung mit den -1 willkürlichen 
Gonstanten fi, a 0 . u„ a,: 

fi (or 0 P* + er, F* + o,W” - Ä’) 

gleich 0 gesetzt, stellt irgend eirtt' Oberfläche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkte dar. Derselbe gebe durch die Suhslilu- * 
tionen (32) der neunzehnten Vorlesung, durch welche allein die 
Dichtungen der rechtwinkligen Goordinatcnaxen beliebig geändert 
werden, über in die Function der zweiten Ordnung' 

$ (u, v, «>, R> 

mit den drei ueu hinziikommeuden willkürlichen Gonstanten, 
welche in jenen Substitutionen die Dichtungen der neuen -recht- 
winkligen Goordinatcnaxen bestimmen. Durch Verlegung des 
Gtiordinalenanfangspunktes in einen Punkt, dessen rechtwinklige 
Goordinaten rüeksirhllieh des letzteren Goordinatensystemes die 
willkürlichen Gonstanten — a, — b, — c seien, geht auf Grund 
will (8) der dreizehnten Vorlesung die genannte Function über in 
die Function: 

$ (u, r, w, r + an + bv + ervy, 

welche wir mit ihren 10 willkürlichen Gonstanten der Kürze we- 
gen bezeichnen wollen mit: 

F (w, r, w'r), 

so dass man auf Grund der doppelten Transformation bat: 

(9) . . \ fi («t,P* + «.r + «,lf — Ä’) = F (ti, v, r). 

Was den zweiten Theil der Gleichung (m anbelriffl, so weiss 
man, dass derselbe durch die doppelte Transformation über- 
gebt in : 

(10) X (P* -f P* + W') = X (n* + p‘ + »*}. 

Es ninunt daher die Gleichung (8) der confocalen Ober- 
flächen, auf irgend ein rechtwinkliges Goordinalensysteiu bezogen, 
die Gestalt an: 
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(11) F (u, v, w, r) + l («* + »* + •»’) — 0, • 

indem die Gleichung /’(», v, w , r) -= 0 irgend eine' Oberfläche 
zweiter Ordnung mit einem Mii leipunkte, aiisdrückt. 

Wir erweitern nun den BegrilT der confocalen Oln*rflärhe 
zweiter Ordnung, wenn wir die Beschränkung, dass die Ober- 
fläche F [u, v, w,-r ) = 0 einen Mittelpunkt habe, aufheben-, und 
•wls erweiterte Definition der confncalcu Oberflächen zweiter Ord- 
uung folgenden Satz aufstellen: 

W.enn F(u,v,w,r) = o der analytische Ausdruck 
irgend einer gegebenen Oberfläche zw eiter Ordnung 
in Ebenencoordinateu ist, so drückt die Gleichung: - 

F (u, v, n>, r) + 1 (u r + v* + w*i == 0 

alle mit der gegebenen Oberfläche cunfocalen Ober- 
fläche» zweiter Ordnung aus. 

Von djeser Hegel machen die Oberflächen zweiter Ordnung 
ohne Mittelpunkt keine Ausnahme. Vielmehr sielil mail, wenn 
die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter. Ordnung F u, v, h\ r > 
— o keinen Mittelpunkt hat, das ist nach ( 15 ) der dreizehnte.*! 
Vorlesung, wenn das mit r* imiitiplirirle Glied in der Gleichung 
derselben fehlt, dass auch die mit ' ihr ' confocalen Oberflächen 
zweiter Ordnung keinen Mittelpuiikt haben. 

Der angegebene Salz bietet zugleich ein Mittel; das Problem 
der Hauptaxen einer in Ebenencoordiuaten gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung F[u,v, n> , r) = 0 aus einem ganz neuen Ge- 
sichtspunkte zu behandeln. Denn bestimmt mau den Werth von 
l in der Gleichung (ll) so. dass die durch jene Gleichung dar- 
gestellte Oberfläche eine Grenzfläche wird, sä weiss inan, dass 
die Ebene dieser Grenzfläche durch zwei Hauptaxen der Ober- 
fläche gebt. Da. man mm drei endliche Wcrllic von 1 bestim- 
men kann, welche die Oberfläche (||) zu einer Grenzfläche ma- 
chen, so hat mau auch die drei Ebenen dieser Grenzflächen, 
welche sieh paarweise in den Mauptaxen der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung schneiden und dadurch die Dichtungen 
der Hauptaxen der gegebenen Oberfläche selbst. 

Um mit wenig Worten die Durchführung dieser Idee anzu- 
deuten, wollen wir amieliinen, dass: _ w . 

(12) . ... F ( 11 , v, w, r) = e , + 2c oi up + . . - 

19* 
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Alsdann* wird nach (3) der fünfzehnten Vorlesung die Oberfläche 
(11} jedesmal eine Grenzfläche, wenn man die Wertlie von 
u, v, w, A hestiinint, welche folgenden Gleichungen zu gleicher 
Zeit genügen: 

• ^ F'[u) + Au = 0 , 



4 F' v) + Ae — « , 
4 f'{w) + An- -= 0. 
« F\f) + Ar ^ 0, 



woraus inan durch Elimination der Ebruencoordinaten die in A 
kuhische Gleichung erhält: • 



*00+*. 


c ol . ■ 


*00 


'o» 




*n + A, 


*i». 




c». 


«... 


c„+A, 




**3o* 


^Slf 


*»• 


C« 



deren Wurzeln ebeu jene Wertlie vt>n A sind, welche die Ober- 
fläche (ll) zu einer Grenzlläche machen. Sind diese bekannt, so 
ergeben sich die Verhältnisse der Goordinalen der Ebenen, in 
welchen die drei Grenzflächen liegen, durch die Auflösung der 
in llücksicht auf sie linearen Gleichungen 13}. 

Ist die gegebene Oberfläche F («, v. w, r) = 0 selbst eine 
Grenzfläche, also irgend ein Kegelschnitt, so führt die’ kubische 
Gleichung (H4), weil ein Werth A 0 der Gleichung genügt, 
auf eine quadratische Gleichung zurück, und die, den beiden 
Wurzeln A der quadratischen Gleichung entsprechenden. Ebenen 
schneiden die Ebene des Kegelschnittes in den Ilauplaxeu 



Die zum Grunde gelegte Oberfläche zweiter Ordnung (3) ist 
eine Itotaliousolicrllarhc, wenn zwei von den drei Grössen «r 0 , er, 
einander gleich sind, und die der dritten von diesen Grössen 
entsprechende liauptaxe ist die Hulalionsaxe der Oberfläche. Die 
mit der gegebenen Rotationsolierflärhe confocalen Oberflächen (♦) 
sind wieder Itotationsoberflächen mit derselben Rotationsaxe. 

Was die Focalciirven der llol.llinnsnherfläche anbetriffl, so 
ersieht mau aus (6) , dass eine derselben immer ein reeller 
oder imaginärer .Kreis ist , und dass die beiden anderen ge- 
rade Milieu werden, die in die Itotationsaxe fällen. Die eine 
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ron diesen geraden Linien wird begrenzt von «len Brennpunkten 
des Kegelschnittes; duu'h dessen llolation ilie Ohertläehe entstan- 
den Ist, die andere erstreckt sich von den Brennpunkten auf 
beiden Seiten der Rotatiousaxe bis in das Unendliche. 

Um einen ganz bestimmten hall der Rotatinnsobcrflächc (a) 
zur Diseussiou vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dass 
o, = er, sei. ln dieser Voraussetzung "Wird die Gleichung (?) | : 

(15) f*«, [£/*-(- F'+ JT*] - ,.[*•-(«„-«,) p*] = F[u,V,w,r). 

Der Factor Ä* — (« 0 — «,) ü* des zweiten Gliedes in dieser 
Gleichung ist das Produkt zweier linearen Factoren A und A,. 
Setzt mau ferner per, = r, so hat man für die Rotationsober- 
lläche F («r, v, w, r) — 0 die Form der Function B («, v, w,r): 

(16) . ... v (ü* -f- P* + tr r ) - f lAA, P ( u , v. n>. p), 

in welcher A = 0 und A l = 0 die Gleichungen der Brennpunkte 
des Kegelschnittes bedeuten, durch liefen Rotation Hirt die, die ■ 
Brennpunkte verbindende. Gerade die RotationsoberUnrhe er- 
zeugt ist. »; 

Der linke Tbeil dieser Gleichung . geht über in seinen rech- 
ten Tlieil durch die doppelten oben angegebenen Substitutionen, 
durch welche man die identische Gleichung erhält: 

(I7j V . . v (u* + r* + *>*) — fiAA , .=s F ( m , p, w, r); 

indem A und A, lineare Ausdrücke bedeuten, von der Form: 

, A == au + ßv + yw + r , . 

(181 . '* 

A, — a,u + ß,v + y,iv + r , 

welche, gleich 0 gesetzt, die Brennpunkte der Kotationsoberllächc * 
F («, v, n>, r ) -- 0 darstellen. 

Wenn -daher eine -durch ihre Gleichung F r>, n>,'r) — n 
in Khenencoordinaten gegebene Obertlärhc zweiter Ordnung, eine 
Rolalionsoberlläche sein soll, so muss die Function F («, v, «>, r) 
sich auf die in V 17) angegebene Form zurückführen lassen. 

Die Bedingungen für eine Roliitionsobcrllärhe zweiter Ordnung 
F(u, v, it’. r) -- 0 erhält man demnach, wenn man Oie Coeflicienteu 
der Potenzen und Produkte der Variabein auf beiden Seilen der 
Gleichung 1 7) einander gleich setzt, woraus 10 Gleichungen ent- 
stehen zwischen den 8 Unbekannten p, n «, ß • y. «i. ß„ y» und 
aus diesen 10 Gleichungen die 8. Unbekanntfeu elfmiiiirt. Als 
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Hesultal der- Elimination erhall man dann zwei Bedingungsglei- 
chungen zwischen den Coeflicienten iir du» gegebenen ('ileichung 
der Oberfläche. Es sthnmt dieses überein mit den in der zwan- 
zigsten Vorlesung über Bntationsoberflächen zweiter Ordnung ge- 
machten Bemerkungen , auf Grund welcher sich auch zwei Be- 
dingungsgleichuugen (39 für die Holalionsoherflärlie ergaben. 

Es bedarf nicht deC " Aufstellung dieser beiden Bedingungs- 
gleichungen; die angegebene Form: 

(19) v (u’ v' + w*( — p.L4, = 0 

der Gleichungen der Rotationsoberflächen zweiter Ordnung reicht 
schon hin. EigeuschaDen dieser' Art Oberflächen zu entdecken. 

‘Ilenn stellt man die (ileichung (19', in welcher r = 1. ge-‘ 
sclzt 'werjje, also dar : 

(ioy _- A ~= . A \ . . . 

V • P ' } (u* -f- V 2 -f- tt-* 1 ) V{u 9 -f" v* -f- IT*) 

so sieht man, dass jeder der beiden Factoren des rechten Thei- 
les der Gleichung, nach !8 -der fünften Vorlesung, seine geome- 
trische Bedeutung hat. Dieselben drücken nämlich die Längen 
der Lothe aus, welche von deu Brennpunkten A — 0 und A, = 0 
auf eine Tangentenebene der Itolalionsoberflächc gefällt sind. Da 

nun der linke Theil — in der ‘Gleichung eine eonstaute Grösse 
ist, so hal inan den Satz: 

• Das Produkt der von den beiden, in der llota- 
tionsare liegenden, II r e ii n punkt e.n einer llotations- 
oberfläche zweiter Ordnung auf die Tangentenebene 
der Oberfläche gefällten Lothe ist eine con staute 
Grösse. 

BeV der Zurückfujtrung der Gleichung der Bwtathuisoher 
fläche . zweiter ' Ordnung ifltf die Form (|9) kann es sich ereig- 
nen, dass beide lineare Factoren 'A und A, imaginär werden. 
Iii diesem Falle ist die Oberfläche erzeugt durch Umdrehung des 
Kegelschnittes tun die Axe, iu welcher die imaginären Brenn- 
punkte liegen. Ferner" kann in einem der. Factoren A oder A, 
dasjenige Glied fehlen, welches den Factor r -hat. In diesem 
Falle fehlt auch in der Entwickelung der Gleichung (19} das mit 
r’ multiplicirte Glied und die fiotatiousoherfläche ist dann , nach 
(15) der dreizehnten Vorlesung, eine Oberfläche ohne Mittelpunkt- 
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Schlicssen wir nun die Kolatinnsohertlächen zweiter Ord- 
iiiing mit imaginären Brennpunkten ans, und verlegen. den durch 
die Gleichung A, — u gegebenen Brennpunkt der Olierlläelie in 
deju Coordinatenaufangspunkt , so haben wir «,s=/3,— y, = o; 
wodurch die Gleichung (|9) der Kotationsoheriläche die Gestalt 
erhält : 

(21) . . . «* + t>* + W* — ~ (au + bv + cw + 1) = o. 

Diese Gleichung kann mau ohne Schwierigkeit aid die Form 
bringen : 

(22) ....(« — Af + (v - Bf +' (w — Cf — R* — o. 

In dieser Form unterscheidet sich dieselbe von der Gleichung 
der Kugel mit dem Itadius R und den CoordinalcB A, B, .C des 
Mittelpunktes: 

(23) ....(*- Af + (y - Bf + (i — Cf — R* z= o 

nur dadurch, dass die variabel:) Ebenencotudinalen mit den va- . 
riabeln l’unktcoordinaten vertauscht sind . - . 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, iim geometrische 
Sätze über Kugeln auf Hotationsoberflächen zu übertragen, wel- 
che einen Brennpunkt gemein haben, und umgekehrt aus Sätzen 
über Itolalionsoberflächen , welche einen Brennpunkt gemein ha- 
ben, entsprechende Sätze über Kugeln herznleiten. Einfache Bei- 
spiele sollen dieses tlebertraguugsprincip erläutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit und A' v die Aus- 
drücke: • 

= (x - Jjf + ly -BJ -f- (z —CJ - RJ, . 

A.„ = (x - A r f + (y - B 0 f + (z - C v f - Rf. ' 

• l 

Der aus diesen Ausdrücken zusammengesetzte Ausdruck: _P _ 

1 - l 

kann auf eine gleiche Form A p gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

A u -t.IAj, — (f ^Kj Ag. 

Da nun die Gleichungen A^-=o, A v z=o, A g — v Kugeln 
vorstcllen, so beweiset die angegebene identische Gleichung den 
Sali: - - 
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X lle*Oberfläcben zweiter Ordnung, weiche durch 
die Schnittcnrven zweier Kugeln gehen, sind wieder , 
Kugel n. 

Zum Verständnisse dieses Satzes mag die ßemerkung dienen, 
dass sich zwei Kugeln nicht allein in einem Kreise schneiden, 
sondern noch in einem zw eiten -Kreise, der im Unendlichen liegt. 

Betrachtet mau dagegen diu l'uiiktcoordiuateu als Eheneu- 
roordinaten , so stellen die Gleichungen K 9 = o, A‘» = o, k ' 9 o 
liotatioiisoherfläi'heii zweiter Ordnung mit demselben Brennpunkte 
dar, und mau erkenn! in der angegebenen iidentisrhen Gleichung 
den -Beweis des Satzes: * 

Alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche von 
den, zweien Bolationsoberflächen zweiter Ordnung 
tnil demselben Brennpunkte gemeinschaftlichen, T an- 
geuteiirbencu berührt werden, sind wieder Rotations- 
oberflächen mit demselben Breun punkte. 

Hat inan ferner, die Gleichungen von 4 Kugeln iu Punkt- 
coordinaten : 

A' 0 —o, A", = o , k x:- o , A\ — o , 

so stellen folgende sechs Gleichungen : 

A' 0 — A", — o , -ä’i — k' t = u , A' t — A', t= o , 

A’ 0 — A' t — o , A'| — A 
A'o — A', — o , 

aLs lineare Gleichungen die Ebenen im Endlichen dar, in wel- 
chen sich je zwei Kugeln schneiden. I)a aber aus den drei , in 
der. ersten Horizontalreihe aufgefftlirten Gleichungen die drei 
übrigen folgen, so hat man nach (Ul der zweiten Vorlesung den 
Satz: 

Hie sechs Ebenen, iu welchen sich vier Kugeln 
paarweise schneiden, gehen durch einen und densel- 
ben Punkt. 

• Betrachtet man dagegen In den jelm aufgeslellleii Gleichun- 
gen die PuidUcoordinateu als Ebeuencoordiualen, so stellen die 
vier ersten Gleichungen vier Hotalionsoberllächen zweiter Ord- 
nung mit einem und demselben Brennpunkte dar. Jede der sechs 
darauf folgeudcn Gleichungen liefert den Beweis , dass z tV'e i 
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Rolati*iisoberflächen zweiter Ordnung mit-deiuselben 
Brennpunkte von einem und demselben Kegel zweiter 
Ordnung rijigsum berührt werden, dessen Spitze nicht 
in dem Brennpunkte liegt. Denn der gemeinsame Brennpunkt 
ist immer die Spitze eines beiden Rotationsoherflächcn gemein* 
samen imaginären Tangentenkegels. .lene sechs Gleichungen 
sind die. analytischen Ausdrücke für die Spitzen der sechs Kegel 
zweiter Ordnung, von welchen jeder zwei der genannten Rota- 
tionsoberflächen ringsum berührt. Da nun aus drei von diesen 
sechs Gleichungen die drei anderen folgen, so hat inan nach (14) 
der fünften Vorlesung, mit Ausschluss des Brennpunktes als ge- 
meinsamer Spitze imaginärer Taugentenkegel . den Satz : 

Di-e Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, 
welche je zwei von vier Rotationsobe.rfljchen zwei- 
ter Ordnung mit demselben Brennpunkte ringsum 
berühren, liegen auf einer und derselben Ebene. 

Wenn die Brennpunkte J = o und A, ='*o der Rotations- 
oberfläebe (19) zusammenfallen, wenn also A = A,, so wird die 
Rotationsoberfläche eine Kugel: 

u’ + v* -f w* — -- A 1 = o , 

indem A = ’o dfe Gleichung des Mittelpunktes und. - v nach der , 

geometrischen Interpretation der Gleichung (20) das Quadrat des 
Radius q derselben ausdrückt. Es stellt sich demnach die Glei- 
chung irgend einer Kugel in Hbenenroordinaten also dar : 

(24) «i* + tz* -f- w* — ~A* = o, 

wenn q der Radius der Kugel uftd A — o die Gleichung des 
Mittelpunktes derselben in der Normalform ist. 

Zu derselben Kugelgleirlmug in Ebeneucoordiriäten gelangt 
inan auch auf folgendem directen Wege. Man weiss, dass die 
Gieiclnmg der Kugel in Ebcnenroordinaten , wenn q der Radius 
derselben und der Mittelpunkt in dem Coordihateuanlängspunkle 
liegt, ist: 

V + V* -f- fF* — I R' = o, 

>. r . . • 

in welcher Gleichung R = o den Mittelpunkt der Kugel aus- 
drückt. Durch Verlegung des Coordinateuanfangspunktes vermit- 
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ti’lsl der Formeln [8} iIit .dreizehnten Vorlesung gellt (liefe' Ki.igel- 
gleicbung über in die Form (24), iu welcher R = A =±= o die 
Gleicluing des .Mittelpunktes der Kugel ist. 

Die angegebene Form der Kugelgleirlmng (24) Werden wir 
benutzen zur Erörterung der Frage, ob unter den Tan gen - 
legkegeln einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung auch Rotationskegel gefunden werden. 

Es sei : F = o die Gleichung einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung iu Ebenencoordinaten und <Z> = o die Gleichung 
einer noch unbestimmten Kugel, indem wir der Function 0 die 
Bedeutung unterlegen:* • ' 

(24) * 0 = «’ -f- v* + w* — A*. 

9 

Wenn nun die gegebene Oberfläche einen Tangentenkegel 
hat, der zugleich Rotatioiutkcgel ist, so kann man eiue Kugel 
0 = o in den ■Rolationskegel hinrinlegeii, die vou dem Kegel 
ringsum berührt wird, und umgekehrt , wenn mau eine Kugel 
0=o bestimmen, kann, welche von einem Tangentenkegel der 
gegebenen Oberfläche ringsum berührt wird, so muss“ der Tan- 
gentenkegel ein Rolationskegel sein. Die Bedingung, dass Letz- 
teres zutrefle, drückt nach der elften Vorlesung <Jic identisclie 
Gleichung aifs: 

(26) . F - fi® — k B C , . ' . 

in welcher B und C lineare Ausdrücke der Ebenencoordinaten 
bedeuten. 

Diese identische Gleichung zerfällt in zehn Dedingungsglei- 
cjiungen. Eliminirt man aus letzteren die 7 iu kBC steckenden 
Gonstanten und den Factor g , so erhält man zwei Gleichungen 
zwischen den Goordinaten er, ß, y des durch die Gleichung A =o 
ausgedrückten Mittelpunktes der Kugel und dein Radius g der- 
selben; und daraus die Gleichungen der Curve seltist, in wel- 
cher die Spitzen der Rolationskegel liegen, wenn mau g = o 
setzt. Denn je kleiner g wird, um so mehr nähert sich die Ku- 
gel der Kegelspitze, mit welcher, sie im Grenzfalle ziisauimeuFülll. 
Eliminirt man aber aus den beiden zuletzt genannten 'Gleichun- 
gen g. so erhält mau die Gleichung der Oberfläche, in. welcher 
die Rotationsaxen der Tangentenkegel liegen,- - • 
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Die Durchführung dieser Elimination ist nicht ohne Schwie- 
rigkeit , wenn die Function F in der allgemeinen Form gegeben' 
ist. Wir wollen daher anuehmen, dass die gegebene. Oberfläche 
auf ihren Mittelpunkt und ihre Hauptaxen bezogen sei, indem 
wir setzen: 

(26) F = <*„«’ + a,v' + a t m — r*. 

. •* *, 
ln dieser Voraussetzung wird die identische Gleichung (2ä): 

(27) [«r 0 n’-(-o, r*] — ft [n’+p’+w’— ^(«M+?«'+yw+t') , D— ^BC. 

Mau erkennt in dieser Form der Gleichung leicht die drei Be- 
düngungen zwischen den fünf Grössen ct, ß, y, ft , p , welche zu 
erfüllen sind, wenn der linke Tlieil der Gleichung sich in lineare 
Factoren zerlegen lassen soll. 

Macht man nämlich die Variable m verschwinden, indem 
man setzt: ■ . 

( 28 ) ......... y =■ o , <*, — = o , 

so lässt sich der übrig bleibende linke Tfieil der Gleichung in 
lineare Factoren zerlegen, wenn die Bedingungsgleichung erfüllt 
wird: 4 

, it a* u h ß utt 

— ft + ^ ^ 



r 

p«ß 

e* 

8* 



* + ¥-■ 
pß 
e' 



pß 

n* * 






= o . 



deren linker Theil die Determinante ist, gebildet aus den zwei- 
ten partiellen Diflerentialquotienlen des übrig bleibenden linken 
Theiles der Gleichung (27). 



Entwickelt inan diese Gleichung, so erhält man: 
?’ + P | ~~r + ~ ~ — I J = o. 

-f “o— f* “l — P ) 

und wenn man darin für ft den Werth aus (28) setzt: 



(29) 



, . i «’ , p 

I «o-“» «p— « 



-M — 
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Hiernach ist y spe o die Gleichung der Oberfläche , in wel- 
cher die Kolalioosaxen der Kegel, also auch ihre Spitzen liegen, 
das ist die xy Ebene des Coordinalensystenies. Selzen wir, um 
die zweite Oberfläche zu lyhalten , in weleher die Kegelspitzcn 
liegen , in (29) q == o , so erhalten w ir : _ 




Beide Oberflächen schneiden sich in der dritten Focalrurve 
(6) der gegebenen Oberfläche , welche demnach der geometrische 
Ort ist für die Spitzen der an die gegebene Oberfläche gelegten 
Tangentenkegel, welche zugleich Kotationskegel sind. 

Aber man kann auch , um deti linken Theil der Gleichung* 
(27) in lineare Factören zerfällhar zu machen, statt w entweder 
v oder u verschwinden lassen , - intleuv man setzt ß — u und 
a, — fi = 'o, oder a = o und «„ — ft = o, wodurch man 
schliesslich die beiden anderen Focalcurven der gegebenen Ober- 
fläche als den geometrischen Ort der Spitzen der Tangentenke- 
gel erhalten würde, die zugleich Hotationskegel sind. Man hat 
daher den Satz: * ' ■ . 

Die Focalcurven einer gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung sind der geometrische Ort der 
Spitzen der Tangentenkegel für die gegebene Ober- 
fläche, welche zugleich Hotationskegel sind. 



x Da sich jeder Kegelschnitt als Grenzfläche zweiter Ordnung 
betrachten lässt , so folgt aus dem angegebenen Satze unmit- 
telbar: 

, 1# 

Die einem gegebenen Kegelschnitt zugehörigen 
Focalcurven sind der geometrische Ort dCV Spitzen 
der Hotationskegel, welche durch den gegebenen 
Kegelschnitt gelegt werden können. 

Was die Kugel anbetrilTl , die wir uns in deu Itolalions- 
kegel hineingelegt dachten, welcher zugleich Tangeulenkegel der 
gegebenen Oberfläche ist, so haben wir zwischen den Cuordina- 
ten des Mittelpunktes er, ß, y und dem Radius « derselben die 
Relationen (28; und (29), welche beweisen , dass man den Mittel- 
punkt O in der .ry Ebene beliebig wählen kann, dass aber der 
Radius q dann durch (29) bestimmt ist. Fm diese Kugel und 
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die gegebene Oberfläche lassen sich aber zwei Rotalionskegel le- 
gen , deren Spitzen auf Grund der identischen Gleichung (27) 
durch folgende linearen Gleichungen ausgedrückt werden: B *= o, 
C — o. - 

Düse kegelspitzen B — o, ~C =» o sind Punkte der Focal- 
corve (30) und die geraden Linien OB und- OC die Rotationsaxen 
der beiden Kegel. Um die Lage dieser Rotationsaxen zu erfor-* 
sehen, stellen wir die Gleichung X BC = o der beiden Punkte 
auf. indem wir den durch die Gleichungen (28) reducirten linken 
■ Theil der identischen Gleichung (27) gleich o setzen: 

[(“o — «»)“’ + («i — “«)»* — r ’] + “,*["» + ßf + r]!= o. 

Der erste Theil in dieser Gleichung gleich o gesetzt: 

(a 0 — er,) u* -f (er, — er,) r’ — r* s= o 

stellt die Focalcurve (3S>) in Ebenen^oordinaten dar, der zweite 
Theil ebenfalls gleich o gesetzt: 

•*, [oru + ßv + y]* — o 

stellt ein Punktenpaar dar; welches zusammenfallt mit dem 
Punkte 0. Deshalb drückt die aus den .zuletzt genannten beiden 
Gleichungen zusammengesetzte erste Gleichung einen Kegelschnitt 
aus, welcher die beiden von dem Punkte 0 an die Focalcurve 
gezogenen Tangenten berührt. Da aber dieser Kegelschnitt in 
das Punktenpaar -B = o, C = o übergeht, welches in der FocaL 
curve liegt, so können die beiden Punkte nur die Berührungs- 
punkte sein der von dem Punkte 0 an die Focalcurve gezogenen 
Tangenten. Es sind also die geraden Linien OB und -OC Tan- 
genten der Focalcurve. Man hat daher den Satz: 

Der geotn etrische Ort der R otationsaxen der Tan- 
gentenkegel einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung, welche zugleich KoltOionsk egcl sind, sind die 
Ebenen, in welchen die Focalciirven der gegebenen 
Oberfläche liegen. Jede Rotationsaxe • berührt die 
Focalcurve, in deren Ebene sie liegt, in der Spitze, 
des Rotalionskegcfs. 
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KOnfundzwanzigsle Vorlesung. 



Pünfundzwanzigste Vorlesung. 

Geometrische Deutung 4er kubischen Gleichung 
J = o, von welcher die Hauptaxen einer Ober- 
fläche zweiter Ordnung abhangen. 



Wenn -eine Oberfläche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt hat. 
so lässt sjrh ihre in Punktroordinaten gegebene Gleichung durch 
Verlegung des Coordiiiatenanfangspunkles in den Mittelpunkt der 
Oberfläche mit iteibehaltung der Richtung der rechtwinkligen 
Goordinalenaxen , wie man in der dreizehnten Vorlesung gesehen 
hat, immer auf die Form ztirückffiliren : 

(I) ..... ■ v[x, y, z) — l = u, 

in welcher Gleichung <p (x, y, z ) einen Ausdruck von der .Form 
bedeutet: 



( 5 ) f Ix, y, z) = n a /r t + o„y‘ + «„z* + 2 a„yz + ia,„zx + 2 a tl .ry. 



Durch Drehung des rechtwinkligen Coordinalensystemes um 
den Mittelpunkt der Ohertläche ffdirten wir in der zwanzigsten 
Vorlesung, indem die Function g>[x,y.z) ausgedrückt durch die 
neuen rechtwinkligen Goordinaten • die Gestalt erhielt: 

(3) . g^x, y, z) ,= V*” + *.!'• + 

die Gleichung (i) der Oberflärhe auf die Hauptaxen zurück : 

XX + b Y* + XX — I *= o. 



indem 



2 . 2 2 

vk, ' n, ’ n, 

fläche atisdrücken. 



die Längen der Hauptaxen der Ober- 



Dirsc llanptaxen hingen ah von der dort unter (n) angege- 
benen kubischen Gleicliimg zf — o, welche nach Potenzen von X 
entwickelt : . 



(5). — J = i* — AX* + ßX — C == o 

folgende Werthe der Goeflicienten gieht : 
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A = a w> + ö n + °w. . ’ 

(•) ß = (a„a, f — «,{) +,.(« tt o 00 — «,;) + (««,«,, — a„!) , 

- C — ««,«11 «tt + 2 «, — a,,a f ; — 

Lässt inan nun die sechs Coeflicienten in der Function (2) 
<p\x,y. z) beliebig vartiren, so stellt die Gleichung (l) alle mög- . 
«iicheif Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkt 
dar. Lässt man aber jene sechs- Coeflicienten unter der Be- 
schränkung variiren, dass die Ausdrücke (6 )*i, R. C ungcäiiderl' 
bleiben, so stellt die Gleichung (l) nur .solche Oberflächen zwei- 
ter Ordnung dar, welche dieselben Hauptaxen baben, oder, mit 
anderetf Worten , die Gleichung (|) ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung der analytische Ausdruck fiir eine und dieselbe Ober- 
fläche, beliebig gedreht um ihren Mittelpunkt. 

Von der Voraussetzung ausgehend, dass A, R, C unveränder- 
liche Grössen seien , wollen wir nun die geometrische Bedeutung 
dieser Grössen feststellen. • * 

V . 

Bezeichnen wir init P, Q, R die Längen der auf den Goor- 
dinatenaxen x, y, z von der Oberfläche (|) ahgesclmittenen Stücke, 
so haben wir: 

/*=--, 0’=—, R' = — “♦ 

«iw ft n a l t 

Es ist demnach: . ' *■ 

A — "oo + “ii + "»i = ja + y? + jp- 

Da aber A der Voraussetzung nach eine constante Grösse ist. 
so drückt diese Gleichung den Satz aus: , • 

Wenn man um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung ein System von drei in dem Mittel- 
punkt auf einander senkrecht stehenden geraden Li- 
nien dreht, so ist die Summe der reriproken Quadrate 
der von der Oberfläche auf den geraden Linien ab- 
geschnit lenen Stücke eine constante Grösse. 

Diese constante Grösse lässt sich näher bezeichnen. Denn 
wenn inan das System von drei in dem Mittelpunkte der.-Ober- 
fläche auf eiuandcr senkrecht stehenden Linien iii die Lage der 
Hauptaxen bringt , so werden jene auf iHuen ahgesehnitteiieu 
Stüclw die Hauptaxen selber. • 
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Als Corollar zu dein angegebenen Ratze ■ bezeichnen wir fol- 
genden : 

- Wenn-uian uni den Mittelpunkt eines Kegelsc bjjjttes 
einen rechten Winkef dreht, dessen Spitze im Mittel- 
punkte liegt, so ist die Summe der reciprokon Qua- 
drate der von dem Kegelschnitte auf den Schenkeln 
des rechten Winkels abgeschniltene n Stücke eine ron-* 
staute Grösse. 

*r * 

Dieser Satz gellt hervor aus dem vorhergehenden, wenn man 
die Richtung der einen von den drei im Mittelpunkte der Ober- 
fläche auf einander senkrecht siebenden geraden Linien aingeäu- 
dert lässt, und die Drehung i nacht um diese yngeänderte gerade. 
Linie. 

Wir erhalten die Gleichung des Kegelschnittes, in welchem 
die yzEbene die Oberfläche (|) schneidet, wenn' wir in der Glei- 
chung der Oberfläche x — o setzen : 

«n y 1 + 2a„yz + %:' — 1 = o. 

Die Hauptaxen dieses Kegelschnittes hängen ab von der qua- 
dratischen Gleichung. 

. ^ I «ii - «it n 

„ I «ti. «tt — 1 

in welcher das von 1 freie Glied gerade der erste Thcil des Aus- 
druckes B in (6) ist': 

«II «M «It • 

Dieses Glied ist das Produkt der beiden Wurzeln der quadra- • 
tischen Gleichung, und da die Wurzeln jener Gleichung die re- 
ziproken Quadrate der halben Hauptaxen des Kegelschnittes aus- 
drücken , so stellt der letale Ausdruck durch tr* dividirt nach ;39) 
der einiindzwanzigsteh Vorlesung das reciprnke Quadrat des 
Flächeninhaltes des Kegelschnittes dar, wenn derselbe eine El- 
lipse ist. 

Die Bedeutung der beiden anderen Glieder, aus welchen der 
Ausdruck B in (6) zusammengesetzt ist, ergiebt sich hiernach 
von selbst. Dividiren wir nun B durch wr* und bemerken, dass 
bei der Drelumg der Dberfläebe um ihren Mittelpimkt der Quotient 
uugeändert bleibt, so haben wir den Satz: * 
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Wenn man. um den Mittelpunkt einer Oberfläche 
zweiter Ordnung drei in diesem Punkte auf einander 
senkrecht stehende Ebenen dreht, so schneiden die 
drei Ebenen die Oberfläche in drei Kegelschnitten, 
von welche'n die Summe der reciproken Quadrate dej - 
Flächeninhalte eine constante- Grösse ist. 

Wenn einer von den drei Kegelschnitten eine Hyberbel oder 
Parabel wird, so hört die Gfilligkeit des Salzes selbstverständlich 
auf. Er trilTt aber wieder zu, wenn man die Drehung in der 
Weise bewerkstelliget , dass die Hyperbel oder Parabel tuigeän- 
dert bleibt. 

Was endlich die Bedeutung des Goeflicienten C in der ku- 
bischen Gleichung d = o anbelriflt. so weiss man, dass der- 
selbe gleich ist dem Produkt der drei Wurzeln der Gleichung, 
also gliticb dem reciproken Produkt aus den Quadraten der hal- 
ben llauptaxen der. Oberfläche. -Dividirt man daher den Coef- 
ficienten C durch (Ja:*, so erhält man nach (56) der zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des körperlichen In- 
haltes des Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein 
Ellipsoid ist. 



Die Mittelpunktgleichung der Oberfläche zweiter Ordnung 
durch Ebenencoordinaten ausgedrückt, erhält man.' wenn man die, 
der Function <p[x, y, z) feciproke Function <f>(u, v, tv ) bildet, 
und hierauf setzt: 

^7) ®(u, v, tv) — 1 = o. 

Wenn wir von dieser durch Ebenencoordinaten ausgedrück- 
ten Gleichung der Oberfläche zweiter Ordnung mit einem Mittel- 
punkte ausgeben, so können wir ebenfalls die kubische Gleichung 
p_= o angPben , von welcher die Hauptaxen der Oberfläche ab- 
hängen. Die geometrische Deutung der Coefficienten in dieser 
kubischen Gleichung muss auf Sätze führen , die den vorher- 
gehenden Sätzen analog sind. 

Wir bemerken , um die angegebene Idee zu verwirklichen, 
dass, während die Substitutionen (14) der neunzehnten Vorlesung 

Hesse, Analyt. Geomeir. so 
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die Function <p(.r, y, i) trausformiren in {3), die. Substitutionen (33 
derselben Vorlesung die redproke Function tvj: 



(8) <P{u, v, «-),= t' a y + e„»* + e„ n>* + ie„vn> + 2e, 0 rvu + 2 r ol »»>, 



nach den Auseinandersetzungen in der achtzehnten Vorlesung trans- 
roriniren in: 

f/t 1/2 411 

(9) <p(u, v, w) — y + r + r ' 

Es ist demnach: 



( 10 ) 



£ r * . V* . tf* 

T 0 + T, + T, - 1 = 0 



die Gleichung der Oberfläche (7), bezogen auf das Hauptaxen- 
systeni dieser Oberfläche, und die kubische Gleichung F — o, 
von welcher die Transformation abhängt, ist: 




Wenn wir diese Gleichung entwickeln, wie folgt: 



(12) — F — xi— «}«+*}— c = o, 

so finden wir die Wertlie der Coefflcienten n,b,c: 

a = e M + e „ + e„ , 

(13) . . b = (e„C if — *,{) + (e„ «00 — «So) + («oo e n — '«*). 

c — 4" ^Oü^lt ^11 ffo ^11 



Wir lassen nun die sechs Coefflcienten e in der Gleichung (7) 
der Oberfläche beliebig variiren und erhalten dadurch alle mög- 
lichen Oberflächen zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkte. 
Beschränken wir aber diese Variationen , indem wir festsrtzen, 
dass., die drei Coefficicnlen a. b, c in (13) unverändert bleiben, 
so stellt die Gleichung (7) eine und dieselbe Oberfläche zweiter 
Ordnung dar in allen möglichen Lagen nach der Drehung uin 
den Mittelpunkt. 

Die verschiedenen Lagen einer und derselben Oberfläche zwei- 
ter Ordnung «ollen wir nun in das Auge fassen. 
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Zu diesem Zwecke logen wir drei Tangentenebenen an die 
Oberfläche (7) den Coordinatenebcnen parallel, und bestimmen 
die senkrechten Abstände p, q, r derselben von dem Mittelpunkte 
der Oberfläche ans der Gleichung (7) : 

p'=e oo, ?*=«„, r*=e„. 

Hiernach ist: 

« = ?*,+ «.(+ e„ = p' + <?’ + r*, 

welche Gleichung ausdrückt, dass die Summe der Quadrate 
der Entfernungen des Mittelpunktes der Oberfläche 
zweiter Ordnung von irgend drei auf einander senk- 
recht stehenden Tangeutenebenen derselben eine 
constante Grösse ist. 

Wir können diesen Satz auch so auffassen: 

Der geometrische Ort desc Schnittpunktes dreier, 
auf einander senkrecht stehenden TangeBtenebenen 
einer Oberfläche zweiter Ordnung ist eine Kugel, 
deren älitlelpunkt in dem Mittelpunkte der Ober- 
fläche liegt. 

Wenn wir, indem wir in der Gleichung (7) der Oberfläche 
u = o setzen, die Oberlläfhe senkrecht auf die yz Ebene projici- 
ren, so erhalten wir die Gleichung der Projection: 

e u v* + '2e lt vw + e„n>‘ — I — o, 

welche einen Kegelschnitt ausdrückt, dessen Hauptaxen von der 
(piadratischen Gleichung abhängen : 

1 

g n y> e n 

' l 

e tt> e tt y 




Das in der Entwickelung dieser Gleichung nach Potenzen 

I * 

von j mit der Oten Potenz mulliplicirle Glied : 

®n e « c i« 2 ' 

welches den ersten Theil des Ausdruckes b in (13) bildet, ist 
das Quadrat des Produetes der Hauptaxen des Kegelschnittes. 
Wir erhalten daher das Quadrat des Flächeninhaltes der Pro- 
jection, wenn wir jenen Ausdruck noch mit n 1 inultipliciren. 

20 * 
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Multiplicircn Mir nun die ganze^ zweite Gleichung (13) inil 
«* und bemerken, dass an' sich bei der Dreluing der Oberfläche • 
um den Mittelpunkt nicht ändert, so ergiebt sieh aus der geo- 
metrischen Deutung der einzelnen Theile jener Gleicbnngtder Satz: 

Wenn man eine Oberfläche zweiter Ordnnjig auf 
irgend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen 
projicirt, so ist die Summe der (Quadrate der senk- 
rechten Projectionen eine cnnslanle Grösse. 

Es lässt sich dieser Satz als eine Ausdehnung des Satzes (5) 
der ersten Vorlesung auffassen. Denn verstehen wir unter Flä- 
cheninhalt einer Oberfläche zweiter Ordnung die Quadratwurzel 
aus der Summe der Quadrate der senkrechten Projectionen der 
Oberfläche auf bestimmte drei, auf einander senkrecht stehende, 
Ebenen und bezeichnen dieselben mit A ; bezeichnen wir ferner 
mit A, B, C die senkrerhterr Projectionen der Oberfläche auf ir- 
gend drei auf einander senkrecht stehende Ebenen, so haben wir 
jene in (ä) der ersten Vorlesung aufgeführle Gleichung, die dort 
nur Geltung hatte, wenn ilie Oberfläche zweiter Ordnung eine 
Grenzfläche ist. 

Der angegebene Salz gilt ohne Einschränkung für das El- 
lipsoid. Ist bei einer .anderen Oberfläche zweiter Ordnung ciue 
der senkrechten Projectionen der Oberfläche eine Hyperbel oder . 
Parabel, so verlangt der Satz eine leicht anzngehemle Modiliralion. 

Was endlich den Coefflrienlen r in der kubischen Gleichung 
(12) anbelangt, so weiss man, dass derselbe das Quadrat ist des 
Produrles der halben Iftuplaxeu der Oberfläche. Multiplieirt man 
diesen Cocffleienten mit ($»)*, so erhält man nach (56) der zwei- 
undzwanzigslen Vorlesung das Quadrat des körperlichen Inhaltes 

der Oberfläche, vorausgesetzt, dass die Oberfläche ein Ellipsoid ist. 

• • 
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Sechsundzwanzigste Vorlesung. 

Bedingungen für die Rotationsoberfiächen 
zweiter Ordnung. 



Bei Gelegenheit der Ilauplaxenbestimnumg einer durch ihre 
Gleichung f(x, y, z,\) = o gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung in der zwanzigsten Vorlesung haben wir die Bedingun- 
gen (39) a„ = a, = a t für eine Itolatioirsoherlläcbe zweiter Ord- 
nung restgestellt , wefflie, mit Hülfe von (27) durch die_Coefflcien- 
ten in der gegebenen Gleichung ausgedrückt, folgende Gestalt 
erhalten : 

tf oi a ot — "oofit a n a io (t \\ a *o a to a t\ a t t (l o\ 

/||2 « 20 a 0 1 

«e 

Wir werden im Folgenden, indem wir die Entstehung der 
Kotationsoberflärhcn zweiter Ordnung ins Auge fassen , diesel- 
ben Uediugungsgleirhuugcn auf einem anderen Wege hcrleiten. 

Eine Rotationsoberfläche entsteht im Allgemeinen, wenn eine 
Curve sich um eitle feste Axe dreht.' Die Curvc beschreibt dann 
dkülotationsoberfläche, indem jciU'r Punkt derselben einen Kreis 
durchläuft, dessen Ebene senkrecht steht auf der Rotatiousaxe 
und dessen Mittelpunkt auf der Rotatiousaxe liegt. Daher schnei- 
den alle auf der Rotatiousaxe senkrecht stehenden Ebenen die 
Rolationsoberflärhe in Kreisen, deren Mittelpunkte in der Rola- 
lionsaxe liegen. Die Rotatiousoberllächc zweiter Ordnung wird 
von jeder auf der Rotatiousaxe senkrecht stehenden Ebene nur 
in einem Kreise geschnitten, weil eine jede gerade Linie in 
der Ebene des Kreises die Oberfläche nur in zwei Punkten 
schneidet. 

Dieses vorausgeschickt, sei nun: 

(0 f(x,y,z,\) = o 

die Gleichung irgend einer Rotalipnsoberfläche zweiter Ordnung, 
indem wir festsetzen, dass: 

(4) ' ^ ar ’ y ' *’ l ^ = 9 ( x,y ’ *) + aojjX+JJa.jy + 2a ti z+ 

(p(x,y,z) =r a„ 0 x’-f 2<r lf yi+ 2rt lo z.r-(- 2 a 0l xy. 
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Es seien ferner: 

A a = ax -f- ßy + y* — <*„ = o, 

A, == äx + ßy + yz — ö, = o 

die Gleichungen von zwei beliebigen, auf der Rotalionsaxe der 
Oberfläche (l) senkrecht stellenden. Ebenen in der Normalform, 
welche die Oberfläche also in Kreisen schneiden. "Ha die Ver- 
bindungslinie ihrer Mittelpunkte, die Rotattonsaxe , senkrecht auf 
den Ebenen steht , in welchcu sie liegen , so wird man , wenn 
inan setzt : 

(4) K = (x - Aß + (y — Bß + {* — Cf - Ä*. 

* 

immer eine Kugel K _-= o bestimmen können, auf welcher beide 
Kreise liegen. 

Man hat daher drei Oberflächen zweiter Ordnung, die. ge- 
gebene Oberfläche (I) fix, y, z, I) = o, die Kugel K = o 
und das Ehcnenpaar A u = o, von welchen jede durch die 
Srlinittrurve der beiden anderen geht, und daher- nach .den Aus- 
einandersetzungen in der neunten Vorlesung die identische Glei- 
chung : 

(5) • f(x. y, X, 1) — IK = pA'A,. 

Diese identische Gleichung ist die Bedingung für die Ro- 
talionsoberfläche (t). Das will sagen , dass die Oberfläche (l) 
eine Rotationsobertläcbe sei, wenn die elf Constanten X, A, B, C, 
R, y, a, ß, y, d 0 , d, sich so bestimmen lassen, dass der Gleichung (5) 
identisch genügt wird. 

Da zwischen den Constanten a, ß, y noch die Gleichung besteht 
<** •+• ß* + y’ = l-v so vertreten die elf Constanten nur die Stelle 
von zehn Constanten, welche durch eben so viele Gleichungen 
bestimmt werden. Da aber die identische Gleichung (ä) durch 
Gleichsetzen der Coefticienten der Potenzen uud I’roducte glei- 
cher Variabein sich in zehn Bedingungsgleichungeil auflöst , so 
hat es den Anschein, als könne diesen zehn Gleichungen immer 
genügt werden, welcher Art auch die gegebene Oberfläche (l) sei. 
Allein , wenn man beachtet , dass in die sechs Bedingungs- 
gleicjningen , welche sich durch Gleichsetzung der correspondi- 
reoden Glieder der zweiten Ordnung in der identischen Gleichung (5) 
ergeben, nur die fünf Constanten A, fi, et, ß, y eingellen, zwischen 
welchen noch die Gleichung a‘ +(3'+ y' = t besteht, so sieht man. 
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Hass durch Elimination Her fünf Constanten aus Heu sieben (Glei- 
chungen sich*zwei Bcdingungsgleiclumgen ergeben müssen. 

Setzen wir nämlich Hie corrcspondirenden Glieder der zwei- 
ten Ordnung in der identischen Gleichung (ä) einander gleich, 
so erhalten wir: 

«oo— *=.(*«*. au — nßy. 

(ö) <J|| — A = fiß\ ' a 10 = nya, 

«t. — k = f*y*. «01 = 

Gleichungen, in welche nur ilie vier Gonstanten 1, uVu, ßVp, 
yYfi eingehen. Wir brauchen Hie Gleichung «' + ß* + y* =■ 1 
nicht weiter zu berücksichtigen, welehc dazu dienen würde, den 
Werth von f* festzustelien. Denn die Elimination dieser vier 
Constanlen aus den sechs Gleichungen (6) gieht ebenfalls die bei- 
den Bedingungsgleichungen. Um letztere zu erhalten, multiplici- 
ren wir je zwei von den drei letzten Gleichungen (6) und dividireu 
sie durch die übrig bleibende. Dadurch wird: 

(7) . = fia\ = ftß’, ' Üülf*! = fl yt > 

a lt a tn ®ol 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die drei ersten Glei- 
chungen (6) erhalten wir die oben angegebenen beiden Bediu- 
gungsglcichnngen für die Itotationsoberlläche (l): 



(«)).,.. )■ — <> M 



«D l 

«u 



«n 



«n« 

«*n 



= «t. — 



a ta a ii 

«01 



zugleich mit dem Wertlie von k. 

Handelt es sich um die Hirblung der Rotationsaxe, welche 
mit den Coordinatenaxen Winkel bildet , deren Cosinus sind a, ß, y, 
so hat man auf Grund von (7): 

a ■ ß ■ y = t/ " n • l/ a " a '' • l/ a »" a si , 

, 0l r «„ r V a 01 

' „ t 1 1 

a \t a w «oi 

in Ucbereinslimmung mit (36) der zwanzigsten Vorlesung, wobei 
zu erwähnen ist, dass die Quadratwurzelgrössen säiumtlicli das 
gleiche VorzeicheYi haben müssen, damit sie den drei letzten Glei- 
chungen (6) genügen. 

Wir sehen hier zwei Bedingungsgleichungen für eine Ro- 
tationsobertläche zweiter Ordnung auftreten, während die eine’ 
Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glei- 
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cbung 4 = o, von welcher die Uauptaxen der Oberfläche, ab- 
bängen, für sieb schon biureicbt, die Oberfläche *.u einer |lo- 
talionsoberfläcbe zu machen. Oie Erklärung dieses Paradoxons 
wird den Gegenstand der folgenden Untersuchung bilden. 

Auf ein ähnliches Paradoxon stässt mau schon beim Kreise 
in der Ebene. Man weiäS nämlich, dass der Kegelschnitt: 

«oo** + 20 (h xy + 2cio,.r + 2 a„y + «,,j= o 

nur unter den beiden Bedingungen: 

«00 == «H » «01 === 0 

ein Kreis ist, während schon die eine Redingungsgleichung: 

(«00 + «nF — ' 4 (« m O„ — «0*5 = 0 



der Gleichheit der. beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 



0(10 1 » «01 
«io. «it ^ 




von welcher die Hauptaxen des Kegelschnittes abhängcn, hin- 
reicht , um den Kegelschnitt in einen Kreis übergehen zu 

lassen. 



Man braucht aber nur jene Redingungsgleichung in die Form 
der Summe zweier Quadrate zu bringen: 

(«oo — «nF + *«of = °* 

um zu selten, dass die eine Redingungsgleichung in die beiden 
airgegebenen Rcdingungsgleichungen zerfällt. 

Eine ähnliche Zerfällung der Bedingimgsgleichung für die 
Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung 4 = o in 
‘die Summe von Quadraten lässt sich nach der Analogie erwarten, 
und Kummer fjihrte sie, nenn gleich auf einem beschwerlichen 
Wege, zuerst durch. 

Wir beginnen unsere Untersuchung nrit der Aufstellung der 
Redingungsgleichung Tür die Gleichheit zweier Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung 4 = o. 

Die Redingungsgleichung für die Gleichheit zweier Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung erhält man bekanntlich dadurch, dass 
man die gegebene Gleichung nach der in ihr vorkommenden Un- - 
bekannten partiell diflerenzirl und aus beiden Gleichungen die 
Unbekannte eliminirt. Ist die gegebene Gleichung eine algebrai- 
sche vom nten Grade, so wird die diflerenzirte Gleichung vom 
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(rt — l)len Gratte. Die allgemeinen Methoden der Elimination der 
Unbekannten aus diesen Gleichungen geben jedesmal eine resul- 
tirende Gleichung, welche einen überflüssigen Factor enthält. 
Dieser überflüssige Factor wird vermieden, wenn mail für die 
genannten Gleichungen 'zu ei ihnen äquivalente Gleichungen, beide 
vom (n — l)ten Gradp, in folgender Weise substituirt. 

Man mache die gegebene Gleichung vom nten Grade da- 
durch homogen, dass man in ihr für die Unbekannte A setzt i • 
und die Gleichung mit x" multiplirirl. Aus dieser Gleichung 
geht wieder die gegebene Gleichung hervor*, wenn man für x 
den Werth setzt x = 1, welchen Werth von x wir auch in dem 
Folgenden beibehalten werden. Wenn nun die gegebene homo- 
gen gemachte Gleichung ist: 

i/>(x, A) = o, 

so hat man für die gleiche Wurzel A überdies: 

V(A) = o. 

Da aber : 

nip(x, A) = x i//(xj -)- Atp'(A) == o, 
so sieht man, dass für die gleiche Würzel auch ist: 

*'(*) = O. 

Man hat daher für die gleiche Wurzel die beiden Gleichun- 
gen vom (n — l)ten Grade: 

if«'(x) = o, i/(A) = o, 

aus welchen die Unbekannte A zu eliminiren ist, während man 
früher die Elimination aus einer Gleichung des nten und einer 
zweiten Gleichung des (n — Ijten Grades zu vollführen halte, um 
die gesuchte Bedingungsgleichung zu erhallen. 

Nach der Bezoul-Sylvester’schen Methode kommt die 
Elimination der Unbekannten A aus den beiden letzten Gleichun- 
gen darauf hinaus,' die Elimination der (2n — 2) ersten Potenzen 
von A , mit Einschluss der Oten Potenz , aus folgenden (2n — 2) 
Gleichungen: . • 

i|/(A) = o, Ar//(A) = o, ... A"-’ t//(A) = o, 
x p(x) = o, Aip(x) =o, ... A" - 1 xfj’(x) = o, 
wie aus linearen homogenen Gleichungen zu voliführen. 
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Setzen wir nun , um die angegebene Hegel auf den Fall der 
kubischen Gleichung A — o anzuwenden : 

y(x, i) = — A = k' — Ak x + Bk — C, 

•- * 

so haben wir unter der Voraussetzung, dass x den Werth 1 

habe : 

tg'(i) = Sk' — 2Ak‘ + Bk°, . 

_ *f(x) — Ak' — iBk' + 3 Ck\ 

und daher die Elimination der Potenzen k°, k\ V, k' aus den, in 
Rücksicht auf sie linearen homogenen, Gleichungen auszuführen: 

Sk' — 2Ak' + Bk' — o, 

+ Sk' — Uk' + Bk" =o, 

+ Ak' — 2 Bk' + SCk° = o, * 

A k' — 2 Bk' + 3 Ck' = o. 



Hezcichnen wir mit 3 L' die Determinante: 



(10) . .... 3 £* = 



3, —2 A, + B, . o 
o, 3, — 2 A, + B 

o , *4“ A, — 22?, -f“ 32? 
A, — 'kB, + SC, o 



so haben wir als Resultat der Elimination die gesuchte Rediu- 
gungsgleichung : 

(11) L'—o 

für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Gleichung 
A = o. 

Um die aufgeslelltc Redingungsgleichung (II) weiter zu 
transformiren , werden wir der Determinante (10) SL' nach und 
.nach andere Formen gehen. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke die Relationen zwischen 

den Potenzsummen s v , s der Wurzeln und den Coefficien- 

len der kubischen Gleichung A = o: 
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*o • =3, 

s, — As 0 * = — '1A , 

s, — As | + Bs„ = B, 

s , — As, -f Bs, — Cs 0 — o, 

s, — As, + Hs, — Cs, = « *), 

aus welchen Gleichungen unmittelbar folgt: 



s, = A. 

s, — As, = — %B, 



s, — As, + B = SC. 



*) Die angegebenen Formeln leitet mau leicht aus der in A iden- 
tischen Olcicbung: 

- A = (l - O (1 - 1,) (1 - A.) 
in folgender Weiso ab: 

Die angegebene identische Gleichung, differenzirt nach A: 

- (A - A.) (1 - A, ) + (A - A, ) (A - A„) + (A — A 0 ) (A - 1,), 
dividirt mau durch die angegebene Gleichung, wodurch man erhält: 



2 

A 



dA 
dl ' 



1 



+ 



1 



1 



A — A„ 1 A — i, ' A — A, 

Jeden Bruch des rechten Thoiles dieser Gleichung entwickelt man- nach 
absteigenden Potenzen von A, wodurch man erhält: 

1 +© + ©+• • 



2 dA 
A dl : 






.■ + ©+©'+ • ■ ■ 



und durch Summation: 



oder: 



■ + ©+©’+ ■ - • 
iW-il. + i+äj. 

A dl A A ^ A* T • ' ‘ 



dd . ( i * i 1 i 

n - ä |s 0 + 



dl 



, dA ... 



Setzt man in diese in A identische Gleichung für A und 5 -; ihre Werthe: 

Ol 



A 

dA 

dl 



= — A ä + A A l 
= — 3A*+ 2 Al 



Bl + C, 
B , 



so erhält man durch Gleichsetzen der Coefficientcn gleicher Potenzen 
von A auf beiden Seiten der Gleichung die oben angegebenen Gleichungen 
nnd noch mehrere der Art. 
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Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt sich die Determinante ( 10 ) 
31* so ausdrücken: 



3 L'= 



io» ^ i djj, S| As i r j ~ As, *4* Bs, BSq 

o, s 0 , s, — As 0 , s, — As, + Bs 0 



»i. 



A>, , 



s 4 — As, -J- Bs, 



s,, s, As,, s, As, *4* Bs„ s, ^|4" Bs, 6i| 



flieste Determinante i 


ist 


aber 


wieder 


nach Satz (30) 


der sic- 


beuten Vorlesung gleiqh: 
















*o. 




*«. . 










0, 


»o, 


*i, 


s. 






3 L' = 










i ♦ 






0 , 






s$ 








*1. 


*«> 


^3 » 


*, 




■ 


Zieht man in der 


so 


dargestellten Determinante 


3i’ die 


dritte Horizontalreihe dei 


• Gomponenten 


von 


der ersten 


Horizon- 


laireihe ab, so erhält man nach dem angegebenen' Satze. 




| V 


> o. 


o 0 


0 








o, 


Sq » 


» 


s t 






3Z* = 










* 






o , 




S 1 » 


s a 








! ■s’i » *» • 


*3. 


*4 







und endlich nach dem Satze (14) der siebenten Vorlesung, wenn 
man zugleich für s 0 seinen Werth 3 setzt: 



-( 12 ) 




Brachtet man aber, dass: 

(13) = AJ + Af + AJ, 



so hat man nach Salz (31) der siebenten Vorlesung: 





A.°, K, V 




C x« x, 0 


II 

m 


A„\ 1,'. 1,' 




i« jt 

A 0* *1 » 




a.’, a«, i; 




A* A* A* 

A o» A l » A J 
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und da man hat: 

C *■*. V 

(i, - y (i, - y (A, - y = k}. i{, ii , 

ko, kf. kJ 

so ist: . 

(15) l* = {(i, - y ( k , - y (k, - !,)}’• 

Es ist dieses gerade der Ausdruck L* Tür n — 2, den wir 
in (38) der •achtzehnten Vorlesung in die Summe von Quadraten 
zerlegt haben. Da nun dieser Ausdruck Z* nicht verschwinden 
kann, wenn nicht jedes einzelne Quadrat, woraus er besieht, ver- 
schwindet, so sieht mau, dass die eine Bedingungsgieichung (||) 
V == o für die Gleichheit zweier Wurzeln der kubischen Glei- 
chung d — o in. mehrere zerfällt, wodurch das oben hervorge- 
hobene Paradoxon erklärt ist. 

Wenn hiernach die Zerlegung des Ausdruckes V in die 
Summe von Quadraten theoretisch keine Schwierigkeiten macht, 
so bedarf ('s doch mannigfacher Redi|ctionen , um die Quadrate, 
in deren Summe -sich der Ausdruck Z* zerlegt, auf die einfach- 
sten, von Kummer angegebenen. Formen zurückzuführen. Wir 
werden datier den in der achtzehnten Vorlesung eingeschlageneil 
Weg der Zerlegung des Quadrates Z* in dem Folgenden ein we- 
nig modificireü. 

Zu diesem Zwecke stellen wir die' Determinante + Z: 

K, K, kf i 

ti «) l == ii, kf, ^ ! , 

i* 1» i> i 

A 0 w "| f I 

die ungeänderl bleibt, wenn mau irgend eine der Verlicalreihen 
der Componenten durch ein und dieselbe Grösse dividirt und die 
Determinante selbst mit derselben Grösse multiplicirt, also dar:; 

' k„, k,. k, 

"F ^ 1 > 1 1 t * 

I, i- — 

ko 1| X, 
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und bemerken, dass das Produkt k„ 1, 1, der drei Wurzeln dpr 
kultischen t'deirhung A = o nach (10) der zwanzigsten Vorlesung 
gleich ist: 

a oo> a m > °o» 

(17) D = o l0 , a„, a„ , 

. a to> a m a H 

weshalb man auch hat: 

lo* ^1» J 

(18) L —D 1, 1. lj. 

1 , 1 ,- 

lo ■ 1) h 

Das Quadrat dieses Ausdruckes + L , dargestellt als eine 
Function der Coefficienten in der durch (2) gegebenen Func- 
tion qp(x, y , z), w erden wir nun zerlegen in die Summe von 
Quadraten. 

Zu diesem Zwecke bringen wir in Erinnerung', dass in der 
zwanzigsten Vorlesung die Substitutionen mit ihren Auflösungen: 

x = a.X -f- a Y -f- a"Z,' X == ax + by cz, 

(19) ... y = bX + b'Y + b"Z, Y = ax + b'y + et. 

z — cX + c'Y- f- c"Z, Z =■ ax ■+■ b"y c z 

so bestimmt worden sind, dass sie folgende drei Gleichungen zu 

identischen Gleichungen machen: 

V(x,y. z) = M,Z\ 

(20) '. x* .+ y* + z* = JT + F* + Z* . 

A , x* , r x , z* 

wenn <P(x, y, z) die reciproke Function von q>(x, y, z) ist. Denn 
die letzte von diesen Gleichungen folgt unmittelbar aus den in 
der achtzehnten Vorlesung vorgetragenen allgemeinen Sätzen. 
Dieses vorausgeschickl bilden wir nun die Determinante [a]: 

iv». i <p'(y) . i 

(21) . . . [a] = x, y. z 

£*>). 4 <!%),' 4<1>'(Z) 
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und bemerken, dass die Coniponenlen in derselben auf Grund 
der identischen Gleichungen (20) folgende Wertbe haben : 

£ qo'(x) = a l 0 .V + a'A, F -f- a l t Z, 

4«p'(y) = 6A.Z + b% Y + b'\Z, 

**'(*) = c^x + c'x t r + ci t z. 



■ x = aX + a’Y + a"Z, 
y — bX + b'Y + b"Z, 
z = cX + cY + c"Z, 



| *'{*) « 

n jf.’ : , 

-jj ® w) = 



fl ~ X + tt'-ß F + fl" 

A 0 *1 

6 ^ X 4- 6^ F + b " 

*0 • A| 

c ^X + cfj+ c" 



Z. 



A t 



Setzen wir diese Wertbe der Componenten in die Determi- 
nante (21), so selten wir, dass nach (31) und (29) der siebenten 
Vorlesung dieselbe in das Product zerfällt: 



( 22 )- 



[fl] = 



n, a, a' 




• ^1 » 


b, b\ b" 




1, 1, 1 


» t* 




1 l 1 


c, c , c 




ifl ^1 



. D.XYZ. 



Da nun der erste Factor dieses Productes nach (19) und (20) 
der neunzehnten Vorlesung gleich l ist, das Product der beiden 
darauf folgenden Factoren nach (18) gleich + L, so haben wir 
die durch die Substitutionen (19) identische Gleichung: 

(23) X YZ = + & ■ 

Wir entwickeln nun die durch (2i) defmirte Determinante [«], 
welche homogen und von der dritten Ordnung ist in Rücksicht 
auf die Variabein x, y, z, indem wir setzen: 

('!+) [®] == ^ * 0 y 1 1 ’• 

und setzen, diese Entwickelung in (23). 
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Alsdann haben wir eine Entwickelung des Producles XYZ 
(23) nach Potenzen und Produkten der Variahein x, y, z. Eine 
zweite Entwickelung desselben Productes entnehmen wir aus (22) 
der neunzehnten Vorlesung: 

(25) X YZ = 2 B| x“o 

deren Entwickelungscoelficienten an der bezeichneten Stelle vorliegen. 

Da nun beide Entwickelungen für alle Werthe der Variabein 
x, y, z gelten, so müssen die Coefficienten der Potenzen und Pro- 
ductc gleicher Variahein iu beiden einander gleich sein, weshalb 
wir haben : 



(26) 



•" 



V ’ 



ein System von Formeln, auf welches iacobi zuerst aufmerk- 
sam gemacht hat. 

Setzen wir diese Werthe von a in die Gleichung 

(26) der neunzehnten Vorlesung ein, so erhallen wir die Kum- 
mer'sche Zerlegung des Ausdruckes V in die Summe von nur 
sieben Quadraten: 



(27) 



- — lä{ n soo "I" a oao "I" a ooa} "4" fl ui 

"4“ (0|Jt) a IOt)* 4" ( a 0l» n «lu)* "4" ( a t0! a Ml)*- 



Eine andere Zerlegung des Ausdruckes Z* in die Summe von 
zehn Quadraten würde aus der Gleichung (24) der genannten 
Vorlesung hervorgehen. . 



Es bleibt noch übrig die zehn EntwickelungscoelTicienten 
n„ „ „ selbst zu berechnen. Dazu ist die Kenntniss des Pro- 
ductes. von D und der reciproken Function <X>(x, y, z) erforder- 
lich. Seticn wir daher : 

(28) D <t> (x, y, z) — + b n y* + b ti z' + 2 b„yz -f 2 6 to zx + ?b 0[ rtj. 



so ergehen sich nach dem bekannten ßildungsgesetz der recipro- 
ken Function ®(x, y, z) aus der gegebenen Function <p(x,y,z) 
die Werthe: 



boo — a u a tt » u it*> 

(29) b„ = a, t a M — 

b n - — a m a„ a 0 |*, 



b ii — o 0 i a o« 
bfo == u uOio 
b ol = °io a «i 



a oo a ii’ 
°it n to • 

o„a ot . 
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Setzen wir ferner die Werthe der parlieiten BHTerential- 
qnolienteii der gegebenen Function <p (x. y, *) ihuI ihrer recipro- 
ken Functionen <1> ix, y, 2 ) in (31), und entwickeln nach Vor- 
Kchrifl von (24), so linden wir: 

f, 300 == ö l(Ao °l<Au- 

°0J« == n Of^»l ~ rt »l ^01’ 









fl 0«3 — 


«1. 




il 01 


! b tt’ 








«blo 


= «tA, 


- «;Ai 


+ 


«oA, 


— 


a ti b w "f” a oi b m 


— 


“A r 


(ao) 


■ • • a IOT 


= a it b m 


a to b t i 


+ 


«A. 


— 


a .A + 


— 


a ta b re» 


V 




= a oiA 


a n b oi 


+ 


“ll b 0t 


— 


ö <Ai a <t b oi_ 


— 


a m b ir , 


• 1 


'••IO 


~ a ,o b „ 


— 1 h a u b to 


+ 


a M b tn 




®M ^1» a jl b IO 


— 


«An 






i * 






* « 




t- . 




# "• 




n MI 


• a w b i» 


°«Ao 


+ a«* 10 


— 


“lA + «» 1 * 1 # 


— 


«Aoe 


’s 


«031 


= “oA 


a n K 


+ 


°,A. 


— 


«A. + % b „ 




«.. *«• 




a ilf 


=sz a n b n 


- «|A 


+ 


"00 


— 


«.A + a ,i b 00 


— 


«Air 



Der Ausdruck (27) für £* kann , unter der Voraussetzung 
der Realität, der Coeflicienten in der gegebenen Function (2j 
<p(x, y, 2 ), nicht verschwinden, wenn nicht jedes einzelne Quadrat, 
aus welchen er zusammengesetzt ist, verschwindet. Lassen wir 
daher nur die Leiden ersten Quadrate der Summe verschwinden, 
so ergehen sich daraus die beiden Gleichungen. 

“13 °10 «01 

welche mit den zu Anfang der Vorlesung aufgestellten Redingungs- 
gieirhungen vollkommen nbereinstiinmen. 

linier Vermittelung dieser beiden Gleiclmngen verschwinden 
auch die übrigen Entwickelungscoefllcienten „ und deshalb ' 
auch die übrigen Quadrate, aus welchen «1er Ausdruck (27) X* 
zusammengesetzt ist. . * . . 



• ' . ^ ^ ’* . l 

lies»*, Anatyt. Ooiwir. 
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Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

Schnitte von Oberflächen zweiter Ordnung und 
Ebenen. Kreisschnitte. 



Die Schnitteurve einer Ebene und einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung ist ein Kegelschnitt , weil nach den Aus- 
einandersetzungen in der seebszebnten Vorlesung durch die Srhnitl- 
curve eines Ebeneii|iaares und der gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung sich hunier ein Kegel zweiter Ordnung hindiirchlegen 
lässt. Sie ist überdies eine O.itrve zweiter Ordnung. Denn trans- 
fonnirt man die Gleichung der gegebenen Oberfläche aut ein 
neues rechtwinkliges Conrdinatnnsyslem . dessen eine (ktnrdinalen- 
ebene mit der, die Obertläche schneidenden, Ebene zusammen- 
fällt, so ändert sich der Grad der Gleichung nicht. Es ändert 
sich auch der Grad der Gleichung uicht , wenn man die , mir 
der schneidenden Ebene senkrecht stehende, variable Goordinate , 
in der Gleichung der Oberfläche gleich 0 setzt , wodurch man 
eben die Gleichung der Schnitteurve erhält. 

Die reciprukc Polare derjenigen geraden Linie, welche auf 
der Schnittehelle im Unendlichen liegt , schneidet die Sehnittebene 
ln dem Mittelpunkte der Schnitteurve. Denn alle Seltnen der Ober- 
fläche, welche durch den Schnittpunkt und die genannte gerade 
Linie kn Unendlichen gehen, werden durch ihn halhirt. Es macht 
demnach keine Schwierigkeit den Mittelpunkt eines ebenen Schnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung zu coiistruiren, 
oder, der Goiistruclioi) folgend, die (’.oordinaten desselben analy- 
tisch zu bestimmen. Wir ziehen es jedoch vor, das Problem 
des Mittelpunktes eitles ebenen Schnittes auf einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung rein algebraisch aufzufassen. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen w ir mit <px, y, s) und f{ x, y, |) 

die Ausdrücke: 

(1) <P (*• y. 2) = « 00 «' + «ny*+ «M *' + 2«„yz + 2 «,„ :x + 2«,„ ay, 

(2) f{x.y, t.t)=9P(«, y. :) + 2 «jo x + 2 o„ y + 2«„z + « M , 
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und nehmen an, dass die Gleichung der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung und der sie schneidenden Ebene seien: 



(3) • • • *, l) = o, 

(4) a.v + by + cz -j - d — o. 



Mas Problem des Mittelpunktes der Srhnittcurve der Ober- 
fläche und der Ebene lässt sich dann algebraisch st» fassen: 

Die Substitutionen: 

(6) /. . .r = X + A, y = Y + B, z = Z + C 

zu bestimmen, welche die G 1 e i e h u n g e n : 

(6) /•(*» «. I) = <P(A-, Y, Z] — Zt*(aX + bF+ eZ) + f(A, B, C, 1), 

(7) ... . nx + by + cz + d = aX + b Y + cZ 
zu identischen Gleichungen machen. 

Das Problem verlangt die Bestimmung von vier Grössen 
fi, A, B, C. Diese vier Grössen sind so zu bestimmen , dass sie 
den vierzehn Bcdinguugsgleirhungcu genügen, welche man er- 
hält , wenn man (5) in die Gleichungen (6) und (7) substituirt 
und diu Goeflicienten der Potenzen nnd Prbduc.tc gleicher Varia- 
bein auf beiden Seiten der Gleichungen einander gleich setzt. 
Man bemerkt aber sogleich , dass die sieben . von den Gliedern 
der zweiten und oten Ordnung in (6) herrfihrenden, Bedingungs- 
gieiebungeu identische Gleichungen sind , dass ebenso die drei; 
von den Gliedern der ersten Ordnung in (7) herrfihrenden . Be- 
dingungsgleichimgen identische Gleichungen sind. Es bleiben 
also in der That nur vier Gleichungen zur Bestimmung der ge- 
nannten vier Grössen übrig . und das Problem ist ein ganz be- 
stimmtes. 

Die in dem Problem zu bestimmenden Grössen A, B, C sind 
die Coordiuateu des Mittelpunktes des durch die Gleichungen (3) 
nnd (4) gegebenen Kegelschnittes. Denn macht man in den ge- 
nannten Gleichungen die Substitutionen (ö), wodurch mit Bei- 
behaltung der Dichtung der Conrdiuatenaxen nur der Goordinaten- 
anfangspunkt geändert wird . so gehen die Gleichungen (3) und (4) 
des Kegelschnittes über in: 

(Ö). . .<P{X. Y, Z) — ifi{a.Y + b Y + cZ[ + f{A, B, C, 1} = n, 
(9) aX + b Y + cZ -sb o. 

21 * 
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Sind nun X, F, Z die (Koordinaten irgend eines Punktes auf 
diesem Kegelschnitte, welche den beiden Gleichungen genügen 
müssen, so genügen auch die (Koordinaten — X , — F, — Z 
denselben beiden Gleichungen. Pas heisst jede durch- den Coor- 
diuatenanfangs|>uukt gehende Sehne des Kegelschnittes wird durch 
ihn halhirt. Da aber A, B, C die (Koordinaleu des neuen Anfangs- 
punktes in dem ursprünglichen (Koordinatensystem sind , so sind 
dieselben zugleich die- Cnordinatcn des Mittelpunktes des durch 
die Gleichungen (3) und (4) gegebenen Kegelschnittes in dem ur- 
sprünglichen (Koordinatensysteme. 

Macht man in (6) und (7) die Substitutionen (ä) und setzt 
die (Koeflicientcn der Potenzen und Producte gleicher Variabein 
auf beiden Seilen der genannten Gleichungen einander gleich, 
so erhält man mit Uebergehung der zehn identischen Gleichun- 
gen folgende vier lineare Gleichungen zur Bestimmung von p 
und der (Koordinaten A. B, C des Mitteluunkles des Kegelschnittes: 

+ (in = o, 

>/■'(£) + pi. = o, 

' 10 

\r(C) + pc = 0 , 
aA + bB + cC + d = 0 . 

Diese Gleichungen beweisen, dass man das vnrgelegte Pro- 
blem auch als eine Maximums- oder Minimums-Aufgabe behandeln 
kann: Die Werthe der Variabein in der gegebenen 
Function f(x, y, s, l) so zu bestimmen, dass die Func- 
tion ein Maximum oder Minimum werde, wenn zwi- 
schen den Variabein die Be d i ugu ngs gleic liung 
a.v + by + cz -f- d = 0 gegeben ist. Denn diese Aufgabe 
führt wieder auf die Gleichungen (Mt) zurück. 

Es fällt ferner in die Augen, dass in die, den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes bestimmenden. Gleichungen das ganz ennstante 
Glied flj, in der Gleichung der gegebenen Oberfläche nicht ein- 
geht. Diese Bemerkung beweiset den Satz: 

Eine beliebig gegebene Ebene schneidet das ganze 
System Oberflächen zweiter Ordnung, die denselben 
Asymptotenkegel haben, in Kegelschnitten, welche 
denselben Mittelpunkt haben. 
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Dieser Satz gilt auch von den F.llipsoidon mit demselben 
Mittelpunkte und derselben Dichtung ihrer llauptaxcn, wenn die 
Verhältnisse der letzteren ronstant sind. Denn Unter diesen Be- 
dingungen haben sie denselben imaginären Asymptotenkegel. 

Betrachtet man in der vierten (ileichung (10) d als variabel 
und climinirt inan aus den übrigen Gleichungen (io) die Unbe- 
kannte ft, so erhält mau die Gleichungen: 

f|1} _ ßB) _ AC) 

der geraden Linie, in welcher die Mittelpunkte der mit (4) pa- 
rallelen Schnitte liegen. Es ist dieses die reciproke Polare der 
geraden Linie, welche in der Ebene des Schnittes im Unendli- 
chen liegt. Deshalb ist sie auch der geometrische Ort der Pole 
der parallelen Sehnittebenen. 

Die Lage der, die gegebne Oberfläche schneidenden, Ebene 
war bisher beliebig. Wir wollen jetzt dieselbe so bestimmen, 
dass der Mittelpunkt auf der Schnittcnrve selbst liegt, dass also 
die Schnittcurve ein Linienpaar wird. 

Die Bedingung, dass dieses zutrelle, drückt neben den Glei- 
chungen (10) die noch hinzukonuuende Gleichung aus: 

f{A, B, C, 1) = o. 

Um diese Gleichung des zweiten Grades mit Hülfe der Gleichung 
gen (10) auf eine lineare Gleichung zurückzuführen, mullipliciren 
wir die Gleichungen ( 10) der Reihe nach mit A, B, C, — ft und 
addiren, wodurch wir erhallen: 

{{Af'iA) + Bf'(B) + CAO} - f "1=0. 

Ziehen wir diese Gleichung von der zuletzt angegebenen Be- 
dingungsgleichung ah, so können wir dieselbe also ausdrürken: 

(12) ..... a K A + c/j, B + <i st C + a„ + ftti = o. 

Reihen wir endlich diese Bedingungsgleichung als die vor- , 
letzte in dem Systeme Gleichungen (io) ein, und setzen, tun 

sänimUiche Gleichungen homogen zu machen, > j- • ~ respec- 

tive für A, B, C und ul) =r v , so haben wir folgendes System 
von fünf homogenen GleicliHngeu: 
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°uo^ + «n, Ä + «oi C + «03^ + av = o, 

a t0 J + a tl B + a l} C + a l3 ß + bv = o , 

(13) ... a t0 A + a,, B + o„ C -f- o, a Z) + cc = o, 

“jo^ + a 3i ® + a u C + a 33-° + dv = °- 

aA+bB + cC + dD o , 

welchem genügt werden muss, wenn ilie SchniUcurvc der Ober- 
fläche ein Linienpaar sein soll. 

Die Elimination der fünf Unbekannten A, B, C, D, v aus die- 
sen Gleichungen gicbt : 



' 


«oo- 


«ot 


• °U7 » 


«01- 


a 


• 


«!0- 


«3. 


, fl i j . 


«.3- 


b 


(1*) 


«20 ’ 


«.1 




«13- 


c 




«30- 


«31 


• «3a*> 


«33- 


d 




<*, 


fr. 


C 9 


d. 


0 



die* gesuchte Kedingnngsgleirluiug zwischen den Coefficienten in 
der Gleichung (4) der, die gegebene Oberfläche (3) in geraden Li- 
nien schneidenden. Ebenen. Diese ßediugungsgleichung drückt 
nach (18) und (13) der zehnten Vorlesung analytisch den Satz 
ans: 

Die Ebenen, welche eine Oberfläche zweiter Ord- 
nung in geraden Linien schneiden, sind Tangenten- 
ebeuen der Oberfläche, und jede Tangentenebene ei- 
ner Oberfläche zweiter Ordnung schneidet die Ober- 
fläche in geraden Linien. 

Von den fünf Gleichungen (13) drückt die vierte die Be- 
dingung aus, dass der, durch die vier anderen bestimmte, Mittel- 
punkt der Schnittcnrve auf dieser Curve selbst liege. Wir wer- 
den die genannte Bedingung wieder aufheben , indem wir von 
der vierten Gleichung absehen und an ihre Stelle die Bedingung 
D = o suhstitutreu, «lass der Mittelpunkt der ebenen Schnittcnrve 
in das Unendliche lalle, dass also die Schnittcnrve eine Darabel 
werde. Dadurch erhalten wir aus (13) mit Weglassung der vier- 
ten Gleichung: 
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a 0« A + «O, B + «02 C + UV — °> 

a io A +“n Ä + «,,C + bv — o, 
<i in A + a 2l B + fl, j C + cv o, 
a A + b B -f- c C =0. 



woraus durch Elimination von A, B, C, v hervorgeht: 



(16) 



«00’ °0t’ «02’ « 
«io • «ii> a i2’ * 

a i<>' «2 i> a ti* c 

a, b, c, o 



«, 



die Bedingtmgsgiuichnug , welche die Coordinateu a, b, c, d der, 
die gegebene Oberfläche (3) schneidenden. Ebene (4) zu erfüllen 
haben, wenn die Schnittcurve eine Parabel sein soll. 



Die Bemerkung, dass in diese Bedingungsgleichung die letzte 
Coordinate rf der Ebene gar nicht eingeht, drückt geometrisch 
den Satz aus, dass parallele Ebenen eine Oberfläche 
zweiter Ordnung in Parabeln schneiden, wenn eine 
derselben die Oberfläche in einer Parabel schneidet. 
Setzen wir daher d = o, um nur die Schuittebenen zu be- 
trachten, welche durch den Goordinatenanfangspunkt gehen, so 
drückt die Gleichung (16) analytisch einen Kegel zweiter Ord- 
nung aus, der vou der Schnitlebeue berührt wird. 



lim die Bedeutung dieses Kegels für die gegebene Ober- 
fläche zu ermitteln, drücken wir den, dem Asymptotenkegel der 
Oberfläche parallelen, Kegel, dessen Spitze in dem Goordinaten- 
anfangspunkte liegt, in Pnnktroordinaten durch die Gleichung aus: 



stellen wie folgt: 



d> (o , 6 , c) x* — - 



<p(x, 


y. *) 


— 


Q. 


— 


<p(«, 


6, c) 


von 


<P 


[x, y, z) kann man dar- 


«»»• 


«o l> 


«02’ 


a 




«un 


“ic 


n l2 . 


b 




«2u> 


«2 t» 


«22> 


c 


* 


a. 


6, 


e. 


0 
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Deshalb ist, unter der Voraussetzung, dass d o, die Glei- 
chung : 

<&{a, b, c) = o , 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung (16) die Gleichung des in 
Hede stehenden Kegels, nusgedrückt durch Ebvnencoordinaten. 
Man hat daher den Satz: 

Alle Eirenen, welche parallel sind den Tangen- 
tenebenen des Asymptotenkegels einer Oberfläche 
zweiter Ordnung, schneiden die Oberfläche in Para- 
b c 1 11 . 

Ausser den angegebenen Paralielsrhnitteu einer Oberfläche 
zweiter Ordnung giebt es keine. 



Wir werden in dem Folgenden das Problem der Hauplaxen 
eines Kegelschnittes auf einer gegebenen Oberfläche zweiter Ord- 
nung als die Frage nach den, von dem Cnordinatenanlängspnnkte 
ausgehenden, geraden Linien behandeln , welche den Hauptaxen 
des Kegelschnittes parallel sind, um nicht die Parabel von unse- 
rer Behandluugswei.se ausschliesseu zu müssen. Wir werden das 
vorgelegte Problem rein algebraisch auffnssen. 

Z h diesem Zwecke nehmen wir an , dass (3) die Gleichung 
der gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung und dass (4) die Glei- 
chung der, die Oberfläche schneidenden. Ebene seL Wir neh- 
men ferner an , dass die Gleichung ( 4 ) der Ebene, in der Norntal- 
furm gegeben sei, wonach a, b, c die Gosinus der Winkel be- 
deuten, welche die Normale der Ebene mit den zum Grunde ge- 
legten Coordinalenaxen bildet, zwischen welchen Cosinus die Re- 
lation bestellt: 

(17) o* + 6* + c* = I. 

Rieses vorausgesetzt kommt das vorgelegte Problem der Haupt- 
axen ilcs Kegelschnittes' auf der gegebenen Oberfläche darauf 
hinaus : 



Digitized fcy Gofigle 



Schnitte von Oberflächen 4. Ordnung und Ebenen, kreisschnillc. 329 
Die Substitutionen zu bestimmen: 
x — a X + a Y + a"Z , 

(18) • y = bX + b'Y + b'Z, 

s — cX + c'Y + c'Z, 
welche die Gleichungen: 

(19) «* + y’ + s* *■= X* + F* + Z*. 

(20) . . . q>(x, y, z) = i 0 A’’ + i, Y* + A,Z* — 2 p'XY — 2; t'XZ 

zu identischen Gleichungen machen linier der Vor- 
aussetzung, dass a,b,c gegebene Grössen seien, zwi- 
schen welchen die Gleichung besteht a* + 6* + c*= 1, 

Die Substitutionen (18) sind nämlich, weil sie die Gleichung 
(19) zu einer identischen machen, die Transformationsformeln 
für ein rechtwinkliges Coordinatensystem in ein anderes recht- 
winkliges Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte. Die 
FZEbeue des neuen Goordinatensysteines ist parallel der, die 
Oberfläche schneidenden, Ebene, weil mau durch Auflösung der 
Substitutionen (18) den Werth von X erhält: X = ax + by -f- cz. 
Deshalb stellt sich die Gleichung der Ebene (♦) in dem neuen 
Coordinatensystem so dar: 
j X + d — o. 

Die Gleichung (20) dient zur Transformation der Gleichung (3) 
dei gegebenen Oberfläche auf das neue Coordinatensystem und 
lässt erkennen, dass in der transformirten Gleichung (3) das mit 
YZ niultiplicirtc Glied ganz fehlt. Setzt man daher in der trans- 
formirten Gleichung (3) — rf für X, um die Gleichung des Schnit- 
tes der Oberfläche in der senkrechten I'rojection auf die FZEbene 
zu erhalten, so fehlt auch in dieser Gleichung das mit YZ mul- 
liplicirte Glied , welches eben der Beweis ist, dass die FAxe und 
die ZAxe des neuen Coordinatensysteins den Ilauptaxen der Schnilt- 
curve parallel gehen. 

Das vorgelegte Problem verlangt die Bestimmung von elf 
Grössen , nämlich der sechs nicht gegebenen Coefflcienten in den 
Substitutionen (18) und der fünf Coefflcienten , 1, , y!, y' 

in der Gleichung (20). Die Zahl der zu erfüllenden Bedingungen 
ist 12. Man erhält dieselben, wenn inan in (18) und (20) die 
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Substitutionen (18) macht und die Gneflicienteu der Potenzen und 
Produr te gleicher Variabein auf beiden Seiten der Gleichungen 
einander gleich setzt. Da von diesen zwölf Bedingungsgleicbuii- 
gen jedoch eine, nämlich die Gleichung «* + b* + c* = I. der 
Voraussetzung nach schon erfüllt ist, so hat man gerade so viele 
Bedingungsgleichungeu als Unbekannte. 

Nachdem wir uns auf diese Weise von der Lösbarkeit des 
Problemes überzeugt haben, gehen wir an die Bestimmung der 
genannten elf Unbekannten. 

Wir setzen zu diesem Zwecke X = 1, Y ■-= o, Z — o, und 
erhalten aus (20) mit Bücksichl auf (|8) den Werth der ersten 
Unbekannten : 

(21) 2„ = cp{a, ft, c). 

Um die übrigen zehn Unbekannten zu bestimmen', werden 
wir die Gleichungen benutzen: 

. X — a.v + by + cz. 

(22) Y = a'x + b'y + cz, 

Z = a"x + b ’y + c" z , 

welche aus der Gleichung (19) durch Differeulialion nach den 
Variahdn X, Y, Z hervorgehen , und überdies noch die 6 Glei- 
chungen, welche die identische Gleichung (l9j bedingen: 

«* 4" b* 4" c* = I , da" 4~ b'b" 4- cc" = o , 

(23) .... o'* 4- b’ ! -f e» = 1 , a"a 4- b"ft 4- c'c = 0 , 

a '* 4- b’’* 4- c '* = I , ad + bb' cc •-= o. 

Durch Differentiation der durch die Substitutionen (18) iden- 

tischen Gleichung (20, nach der Variabclu Y erhallen wir: 

d<p\x) 4- b'cp'(y) 4- cV(z) = 22, Y — ly’X 

oder : 

x <p\a) 4- y d[d) 4- -yV) = 22, Y — 'ly X. 

Selzen wir in dieser Gleichung für Y und -V die Wcrlhe 
aus (22!, und vergleichen hierauf beide Seilen der Gleichung mit 
einander, so ergiebt sich daraus das System Gleir.lmngen : 
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<p'(a) = 2A,a' — ‘2a fi, 

(24) = 21,6' — 2 b(i, 

<p'{c) = 21, c — 2 Cfi. 

ln gleicher Weise erhalten wir ein zweites System Gleichun- 
gen durch Differentiation der Gleichung 20) nach Z: 

<p'[a") — 2ljn" — 2 a fi", 

(25) tp{ b") — 2 Ajfc" — 2 lifi", 

»t >*\ _ . « _ *t 

ip(c) = H,c — 2 Cfi . 

Wir schliessen ferner dem System Gleichungen (24) die letzte 
Gleichung (23) und dem Systeme Gleichungen (25) die vorletzte 
Gleichung (23) an, wodurch wir zwei ganz analog gebildete Sy- 
steme Gleichungen erhalten, von welchen wir nur das eine Sy- 

stem weiter zu behandeln brauchen. 

Das erste von diesen Systemen Gleichungen lä *t sich also 
darstellcn : 

(«00 — *|)«' + «0|* +“oj C ' + «#*' = ®. 

, 26 «io a '+ («,i — A i)*'+«n c'+&f* = O, 

«,„«' + «21 fe ’+ («22 A,)c' + CJ» = «• 

aa’ ■+■ bb‘ + cc = o. 

Es ist linear und homogen in Itücksichl auf die vier Unbekann- 
ten d , b' , c, fi. Eliiniuirl mau diese vier (allbekannten, und setzt 
A für A,, so erhält man die Gleichung: 



«oo — 


A, o ul 


» Ägjl (l 


«10* 


«!.— 


A, b 






• 


«IO* 


«2 1 1 


a 72 C 


1 «. 


b. 


C , 0 



Diese Gleichung ist quadratisch in A. Ihre Wurzeln sind die 
gesuchten Unbekannten A, und A,. 

Wenn inan diese Gleichung nach Potenzen und Prodncten 
der gegebenen Grossen a, b, c entwickelt, so wird man bemerken, 
dass die Coe.flicienlen derselben negativ genommen gerade die 6 
in der zwanzigsten Vorlesung unter (12) aufgeführten Ausdrücke 
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sind. Adoptirt inan daher liier die dort gebrauchte Bezeichnung, 
so stellt sieh die Gleichung (27) auch so dar: 

(28) ^« 0 «*+ 4,ib*+ 4 ti c’ + 2^,, 6c + 1J ia ca + 2// 01 ab = o. 

Von dieser quadratischen Gleichung (27) oder (28) hängen 
.die Hauptaxen des ebenen Schnittes der gegebenen Oberfläche 
zweiter Ordnung ah. Durrh die Wurzeln derselben, die man 
festzustellen hat, lassen sich die noch übrigen Unbekannten des 
Problemes wie folgt ausdrücken. 

Setzt inan, um von den Bezeichnungen (12) der zwanzigsten 
Vorlesung Gebrauch zu machen, in den drei ersten Gleichungen 
(26) A für A,, indem mau unter A die Wurzel A, versteht und lö- 
set die genannten drei Gleichungen nach a, ti, c auf, so erhält 
man folgende Werthe derselben, ausgedrückt durch die einzige 
Unbekannte ft' : 

= — -j (4 av a + z/ l0 f» + z/ 10 c), 

(29) b ' = ~ $ K.« + J u b + ^. c ). 

C' — — j (4,1« + 4l 6 + ^„C). 

Setzt man in diese Gleichungen für A die andere Wurzel A Jt 
so hat man n, b\ c, fi’ respective zu verändern in a", b", c", ft". 

Es bleibt noch übrig die Werthe von ft' und ft" festzustel- 
len. Dazu dienen die Gleichungen : 

-(- b t + c ’t _ , , 

«"* + h " 1 + c"* = |. 

Denn setzt man in die erste von diesen Gleichungen die Werthe 
(29) ein, und in die zweite die aus ihnen durch Veränderung der 
ersten Wurzel A, in die zweite A, hervorgegangenen Werthe, so 
bestimmt die erste Gleichung den Werth von ft', die andere den 
Werth von p”. 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung, von 
welchen die Ilauptaxen eines ebenen Schnittes einer 
gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung ab hängen, 
siud reell. 
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Denn wären sie* imaginär, so könnten sie nur die Form ha- 
ben A, = p -f- qi und A, — p — qi. Von derselben Form 
würden aber auch die in dem Vorhergehenden feslgeslellten 
Wertlie der Substitutionscoeflicienten d und a", ebenso b' und 
b" , wie d und c" sein. In dieser Form könnten sie jedoch nicht 
der vierten Gleichung (23) genügen: 

da" -f- Ob" -f- cd' = o. 

Es ist wichtig zu wissen , dass durch reelle Coordinaten- 
transformation die Gleichung der senkrechten Projection der 
Schnittcurve auf die Y7. Ebene sich auf die oben angedeutete 
Form zurückführcn lässt, in welcher die Summe der Glieder 
zweiter Ordnung ist: 

(30) A, F* + AjE*. 

Von ihnen hängt nämlich die Natur der Gurve ah. Sie ist eine 
Ellipse, wenn die Wurzeln A, und A, der quadratischen Gleichung 
(27) gleiche Vorzeichen haben. Sie ist eine Hyperbel, wenn die 
Wurzeln von entgegengesetzten Vorzeichen sind. Sie ist endlich 
eine Parabel, wenn eine der beiden Wurzeln verschwindet. 

Die quadratische Gleichung (27) dient daher zur Unterscheidung 
der drei Arten von ebenen Schnittcurven der gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Die Schnittcurve ist eine Ellipse, wenn 
die nach Potenzen von A geordnete Gleichung (27) aus Gliedern 
besteht von gleichen Vorzeichen oder aus Gliedern von abwech- 
selnden Vorzeichen, hu entgegengesetzten Falle ist die Schnitt- 
eurve eine Hyperbel. Die Bedingung für Parabelschnitte er- 
halten wir, da für sie eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(27) verschwindet, weun wir iu jener Gleichung A gleich o setzen, 
wodurch wir wieder auf die Bedingungsgleichung (,16) zurück- 
kommen. 

j)ie quadratische Gleichung (27) ist unabhängig von der Ent- 
fernung — d der, die gegebene Oberfläche schneidenden. Ebene 
vorn Goordinateuaufangspunkte. Es bleiben daher für alle paral- 
lelen Schnittebenen die beiden Glieder der zweiten Ordnung (30) 
imgeändert. Auch die Suhstitutionscoeflicienleii sind unabhängig 
von der genannten Entfernung — rf, wie aus ihren Werthen (29) 
zu ersehen ist. Diese Bemerkungen geometrisch gefasst geben 
den Satz: •• • 



Digitized by Google 



334 



Siabenundzwauzigste Vorlesung. 



Parallele Ebenen schneiden eine-Oberfläche zwei- 
ter Ordnung in ähnlichen und ähnlich liegenden Ke- 
gelschnitten. 

Wir verstellen nämlich unter ähnlichen Kegelschnitten solche, 
deren Hauptaxen dasselbe Verhältniss haben , und unter ähnlich 
liegenden Kegelschnitten solche, deren Hauptaxen parallele Rich- 
tungen haben. 

Die Grenze zwischen den Ellipsenschnitten und Hyperbel- 
schnitten einer Oberfläche zweiter Ordnung bilden die Parabel- 
schnitte, welche den Tangenleuebenen des Asyinptotenkegels der 
Oberllärhe parallel sind. Kann diese Gfenze nicht erreicht wer- 
den, das ist, wenn der Asyiuptolenkegel imaginär ist, so hat die 
Oberfläche nur Schnitte derselben Art. I>a der Asymptotenkegel 
des Ellipsoides imaginär ist, so wird das Ellipsoid von allen Ebe- 
nen nur in Ellipsen geschnitten. 

Das durchgeführte algebraische Problem lässt sich auch als 
eine Maximums- oder Minimums-Aufgabe ausdrücken wie folgt: 

Die Werthe der Variabein in der gegebenen ho 
mogenen Function zw eiter Ordnung y, z) so zu be- 
stimmen, dass der Werth dieser Function ein Maxi- 
mupi oder Minimum werde, wenn die Variabel!! den 
beiden fiedingungsgleichungen a? + y* + z* — | — o, 
ax + by + cz = o genügen. 

Renn stellt man nach den bekannten Regeln der Differential 
rcchnung die Gleichungen auf, welche das Problem lösen, so 
findet man gerade die Gleichungen (26) und die Gleichung 
a' + ft’’ -+• c* == t, wenn man mit a, b\ c die Werthe der Va- 
riabein bezeichnet, welche die gegebene Function zu einem Maxi- 
muni oder Minimum machen. 



• 

Die Scbnittcurve der Ebene (■*; und der gegebenen Ober- 
Här.he zweiter Ordnung (äj wild ein Kreis, wenn die Goellicien- 
ten 1,, i, in dem Ausdrucke i30) einander gleieb sind. Mali er- 
hält daiier als Bedingung für die Kreissrbnitte , dass die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (87) einander gleich sind. 
Audi diese Bedingung ist unabhängig von dem Werthe von rf in 
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«ler Gleichung der, die gegebene Oberfläche schneidenden, Ebene. 
Deshalb Werden alle parallelen Ebenen eine gegebene Oberfläche 
zweiter Ordnung in Kreisen schneiden, wenn eine derselben die 
Oberfläche in einem Kreise schneidet , uns schon aus dem vor- 
angegangeneii Salze folgt. 

Um auf die Bedingung der Kreisschnilfe einer gegebenen 
Oberfläche zweiter Ordnung näher einzugehen, wollen wir an- 
nehtnen, «lass die nach Potenzen von i geordnete quadratische 
Gleichung (27) sei: 

(31) ap - m + C == n. 

f 

Die gesuchte Bedingung fftr den Kreisschnitt der gegebenen 
Oberfläche ist dann: 

(32) B’ t - iA'C' = o. 

Da die Coordinalen n. b, c d«*r Ebene (4) nur «lieser einen, 
in Beziehung auf sie homogenen, Gleichung des vierten Grades 
zu genügen brauchen, damit der Schnitt der Ebene und der ge- 
gebenen Oberfläche ein Kreis sei, so könnte man daiaus 
schliessen, dass durch einen gegebenen Punkt unendlich viele 
Ebenen gehen, welche «lie gegebene Oberfläche in Kreisen schnei- 
den. Allein, wie die eine Bedingung der Gleichheit zweier Wur- 
zeln der quadratischen. Gleichung, von welcher die llauptaxen ei- 
nes Kegelschnittes in der Ebene abhängen, fftr den Kreis sich, 
unter der Voraussetzung der Hcalität, in zwei Bedingungen auf- 
löset. so lässt sich auch in dem vorliegenden Falle erwarten, 
dass die eine Bedingung (32) zwei Bedingungen involvire, vvo- 
dureh die Zahl der kreisschnitte eiue beschränktere würde. 

Die Zerlegung des Ausdruck«« B' 1 — 4 A'C in die Summe 
von Quadraten nach Analogie der vorhergehenden Vorlesung ist 
bisher nicht versucht worden, sie gäbe aber einen schätzenswer- 
then Beitrag für ilie analytische Behandlung des Problemes der 
Kreissrhnitte aut Oberflächen zweiter Ordnung. 

Wir werden im Folgenden der Untersuchung der Kreissrhnitte 
der Oberflächen zweiter Ordnung die in der zwanzigsten Vorlesung 
(16), (l'f, 18; hcrvurgehobeueii einfach -len Gleichuugsformcn der 
Oberflächen zweiter Ordimng zum Grunde legen v 
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2 n .r* + 2 t y* + 2«** — i = o, 

(33) 2,t/* + 2,:’ +a.r= o, 

2,z’ -+- aje +ßy= o. 



Alsdann wird die quadratische Gleichung (27): 

(34) (1, — 2) f2, — iy + (2, - 2) (2 0 - 2)3* + (2 0 — 2) (2, - 2) r* = o. 
und daher : 



A o* + 6’ -f- c* , 

(») # = (2, + 2,)o.' + (2, + 2Jfc' + (2. + 2,)c*. 

C = 2,2,0* + 2, 2,6* + 2 0 2,c*. 

Gnniponirt man aus diesen Ausdrücken die Gleichung (32) 
B" 1 - U'C = o, so erhält man die Bedingungsgleichung für die 



Kreisschnittc : 

(36) A'a' -f B*b‘ -(- <J , e t —'lBCb'c'— 2 CAc*u l — ZABa'b'-i: o. 
wenn man, um abzukürzen setzt: 

(37) -3 = 2, — 2,, 5 = 2,— 2,. C = 2„ — 2,. 

Diese Gleichung gilt für jede der drei Gleichuugsformen (33), 
da man nach Belieben eine oder auch zwei von den Grössen 2,, 2,, 2, 
gleich o setzen kann. Sie zerfallt in die Fartoren: 

[aVA + byii + cyq(—aVA + bVB+cyc) 

(38) . . . 

x [ayA - b\B + cyq ( a yA + byB-cyC) = o, 

und kann nicht anders erfüllt werden , als wenn einer der 
Fartoren gleich o ist. Lassen wir daher vorläufig die Vorzeichen 
der QuadraUvurzelzeichen unentschieden, so haben wir nur die eiue 
Bedingungsgleichung : 

(39) . ayA + bVB + c.yC *== o. 

Diese eitle Gleichung zerfällt alter in zwei Bedingungsglciehun- 
gen, weil nach .37) ist: 

A + B + C ~ o, 

und daher immer eine von den drei Grössen A, B , C das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von den beiden anderen hat, wodurch eben 
das imaginäre in die Gleiehung (39: kineinkomiut. Nehmen wir 
nun an, dass A und V von gleichem Vorzeichen seien, gleichviel. 
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oh eine von den drei I. rossen A, , i, gleich u ist, so zerfällt 

die Gleichung (39) in die beiden Gleichungen : 

« yA + cyc = o, by' B = o, 

woraus sich mil Berücksichtigung der Vorzeichen der Quadrat- 
wurzelgrössen die Bedingungsgicichiingcii für die kreissehnitte 
ergehen : 

<*> T = ±/I- . . 

Sie beweisen, dass die Ebenen der Kreissehnitte einer 
Oberfläche zweiter Ordnung parallel gehen der mitl- 
li'Teti Haupt axe der Oberf-Mche und difss sie mit je" 
d e r d e r beiden anderen Ha uptaxen bestimmte gleiche 
• Winkel bilden. 

Bie Bedingung , dass beide Kichtungen der Kreissehnitte in 
eine zusaininenfallen, ist entweder C = o oder A — o, welches 
gerade die Bedingungen für eine llotationsofierflärhe zweiter Ord- 
nung sind. Es fallen daher die beiden Bichlungen der 
Kreissehnitte einer Oberfläche zw eiler Ordnung nur 
dann in eine Hiehtuug zusammen, wenn die Oberflä- 
che eine Botationsnherflächr ist. 

Nehmen wir, um auch den dritten Fall (33) zu berücksichti- 
gen, an, das A 0 = — o, so zerfällt die Gleichung (39) in die bei- 

den Gleichungen : 

a = o , 6 = o, 

woraus ersichtlich ist, dass die Ebenith der Kreissehnitte senk- 
recht stehen auf der z Axe der Oberfläche. Eine jede auf der 
z Axe senkrecht stellende Ebene schneidet aller diese Oberfläche 
in einer geraden Linie. Diese Thalsache widerstreitet jedoch un- 
seren Ansichten iiifht, wonach wir eine gerade Linie auch als 
Kreis betrachten mil unendlich grossem Badiiis. 



Wir werden das Problem der Kreissehnitte einet Oberfläche 
zweiter Ordnung einer zweiten von dem Vorhergehenden unab- 
hängigen Behandlung unterwerfen, welche in grösserer Allgemein- 
heit die Abhängigkeit desselben von dem Problem der ifanptaxen 
der Oberfläche an den Tag legen wird. 

Ilett hi*, Analyt. Geomelr. 22 



Digitized by Google 



m 



Sickemiudzwanzigste Vorlesung. 



Es sei f[x, y, z. I) = n die Gleichung einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung. Il.it diese Oberfläche einen' kreissrbnitt, 
so kann man durch denselben eine Kugel h' = <> hindurchlegen. 
welche die Oberfläche noch in einem zweiten Kreise schneiden 
muss. Denn da die beiden Oberflächen sich in einer, in einer 
Ebene liegenden , dune, dem kraise, schneiden, so schneiden sie 
sich nach den Auseinandersetzungen in der neunten Vorlesung 
noch in einer zweiten, in einer Ebene liegenden, Curve und. 
da diese Curve auf der Kugel liegt, in einem zweiten Kreise. 

Die beideit Kreise liegen in einem Khencnpaar A A, = o. 
welches durch den Schnitt der. gegebenen Oberfläche und der 
Kugel hindiirrhgoht. Man wird,. daher auf Crund der newntani 
Vorlesung zwei Fartoren Ä und p der Ceslalt heslimmen können, 
dass man identisch hat : 

(41) f[x, y, z. 1 ) — XK = y.AA t . 

Umgekehrt, wenn sich die in diese Cleichung eingehenden 
unbestimmten Constanlen so bestimmen lassen, dass die Cleichung 
eine identische wird, so wird das als Re weis dienen,' dass die ge- 
gebene Oberfläche Kreisschiiitle habe, und dass diese Kreis- 
schnitte in dem Eheneupaare AA,=o liegen. 

Der Ausdruck : 

(42) .... K=z{x - A)' + (y- Bf + (* - Cf - R* 

enthält die- zu bestimmenden Conrdinaten A, R, C des Mittelpunk- 
tes der Kugel K = o und den zu bestimmenden Radius R , also 
vier zu bestimmende Constanlen. Das Product (iAA, enthält 7 
zu bestimmende Constanlen. Die identische Cleichung (41) ent- 
hüll daher, da mich die Constautc 4 hinziikommt. im Canzen 12 
zu bestimmende Constanlen. Sie löset sich aber nur in zehn 
Hedinguugsglcichungcn auf, welche die zwölf Constantcu nicht 
vollständig bestimmen können. Man kanu daher auf mehrfache 
Art die zwölf Constanlen so bestimmen , dass sie -der Cleichung 
(41 identisch genügen; weshalb ilie gegebene Oberfläche Kreis- 
schuitle haben wird. 

Lin das Problem der .Kreisschnitte einer gegebenen Ober- 
fläche zweiter Ordnung als ein bestimmtes algebraisches Problem 
aiiszndrHc'ken , wollen wir aunehmen, dass die ganz constanten 
Glieder in A und A, gleich o seien, was darauf hinaiiskuinint. 
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die Rhenen der Krrissrhnittc durch den Gnorriinatcnanfangspiiiikt 
gelten 7.11 lassen. Dadurch wird das. Problem ein ganz lieslinun- 
tes. Denn wir halten die 4 will der kugel lierrfihrenden Kon- 
stanten, die 3 in yAA, steckenden Constanten und die Con- 
staute A, also gerade so viel zu hesliuuneude Konstanten als Klei- 
chungen. 

* 

Die vier Konstanten der kugel gelten nur in die vier Glieder 
der ersten und (Heil Ordnung auf der linken Seite der Gleichung 
(41) ein. Diese vier Constanten reichen daher aus, um die vier 
Glieder verschwinden zu machen, da sie den entsprechenden Glie- 
dern des rechten Thciles der Gleichung, welche eben verschwin- 
den, gleich sein sollen. Da nun das Problem der kreissrhnitle 
weder den Mittelpunkt noch den Hadius der erwähnten kugel 
verlangt, so köunen wir von den Gliedern der ersten und ölen Ord- 
nung in der identischen Gleichung (41) ahseben, und. indeiii wir 
nur die Glieder zweiter Ordnung im Auge behalten, auf Grund 
von (4) und (42) das Problem der kreissrhnitle einer gegeheiieu. 
Oberfläche f{x. y, z , l) = o als ein ganz bestimmtes algebrai- 
sches Problem also ansdrücken: . 

Die C.onstante 2 und die führ in dem Prndurt 
fiAA, steckenden Konstanten iler Art zu bestimmen, 
dass folgende Gleichung: 



(43) <p(x, y, z) — A(x* + y* + **) = f* AA, ■■ 

eine identische Gleichung w iVd. 

Denn AA, = o ist dann die Gleichung des dttreh den Conrdina- 



teiianfaiigspiinkt gehenden. Ebenenpaares, welches die- gegebene 
Oberfläche in kreisen schneidet. 

Um dieses algebraische Prolilem zu lösen , dillerc nziren wir 
die identische Gleiehimg (43J nach den V'ariaheln . wodiirrlt wir 
die ebenfalls identischen Gleichungen erhalten; 

. 9>F) — 2tx 

(44) <f\y) — 2 Ay 

qp’fz) — 2 A z 



= P • ( ^ + f* 
, >IA, 



d.1 

d.T 

dA 



= * A '0Z + * Ä ' 

, rIA, , . dA 

= * A dz + * A ' dz' 



22- 
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Wir setzen in diesen Gleichungen für die ‘Variabcln x . y , z 
die Wertlie a, b, c derselben, welche den (Gleichungen : 

• A = « , A , = o 

zugleich genügen, also die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Schnittlinie der Ebenen A — « uml A, = o , wodurch 
wir erhallen: - *' W _ 3 i« = o. 

(4j) , q>\b) — 246 = o, 

g>V) — 24c ■=-— o. 



Dieses sind dieselben (Gleichungen , welche wir in (7) der 
zwanzigsten Vorlesung zur (testiinmung der Hiehtung der Haupt- 
axen aufgeslellt haben. Aus ihnen gehl durch Elimination von 
a, b. r die in Hürksicht auf 4 kn bische (Gleichung J = o her- 
vor, deren Wurzeln 4„. 4, . 4, die (Gleichung !43) zu einer identi- 
schen machen. Es entspricht daher einer jeden von diesen Wur- 
zeln ein Ebenenpaar yAA, = o, welches einer der drei Haupt* 
axen der Oberfläche parallel ist und die Oberfläche in Kreisen 
schneidet. ' * 

Stall eines Ebenenpaares wie vorhin haben wir jetzt drei 
Ebeneupaare für die Kre.isscluütle der gegebenen Oberfläche, de- 
ren (Gleichungen wir "erhalten, wenn wir in der Gleichung: 

(46) <jp (x, y, z) — 4 (x* + j 1 + :') = » 

für 4 nach einander die drei Wurzeln 4„, 4,, 4, der kubischen 
Gleichung A = o setzen. 

Von diesen drei Ebenenpaaren ist jedoch nur dasjenige reell, 
welches der mittleren Wurzel entspricht. Denn Iransforiniren 
wir die beiden (Glieder, woraus der linke Theil der angegebenen 
(Gleichung 'Zusammengesetzt ist, durch die Substitutionen 0) der 
zwanzigsten Vorlesung in (2) uml (3) derselben Vorlesung, so 
stellt sich die Gleichung also dar: 

(47) . . . .<4„ - 4)A* + (4, - 4) Y* + (4, - 4)2* = «, 

deren linker Theil nur für den Werth von 4 gleich der mittle- 
ren Wurzel 4 U , 4,, 4, gleich ist der DilTerenz zweier Quadrate, 
während derselbe für die hehlen anderen Wurzeln gleich ist der 
Summe zweier Quadrate. Deshalb ist das Ebenenpaar (46) im 
ersten Falle reell im anderen Kalle imaginär. 
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" Achtundzwanzigste Vorlesung. 

Krümmungsradien der Normalschnitte und schie- 
fen ebenon Schnitte der Oberflächen. - 

Für eine in rechtwinkligen Goordiualen x, y gegehene Glei- 
chung irgend einer ebenen Gurve: 

{P u = o 

werden wir zur Erhaltung der Symmetrie in der folgenden Un- 
tersuchung der Krümmungsradien mit Kiuführung einer neuen 
unabhängigen Variabein i zwei Gleichungen subslituiren : 

(2) ► • • x = y = cp (/) 

der Art, dass, wenn mau die Wcrthe von .r und y aus (2) in 
(1) setzt, mau eine in l identische Gleichung erhält. 

* ltie Function f(t) soll eine beliebig gewählte, aber nach der 
Wahl eiu für alle Mal bestimmte Function von / sein, llie Func- 
tion erhält inan dann, wenn inan den Werth von x — f(t) 
in die Gleichung u — o setzt, und dieselbe nach y auflöset. 

ln dieser Voraussetzung erhält man aus (2) die Koordinaten 
x, y aller Punkte der gegebenen Gurve (t), wenn man der un- 
abhängigen Variaheln i alle, möglichen Wcrthe zuerllieilt. Man 
erhält die Gleichung (l) der Gurve selbst, wenn man t aus den 
beiden Gleichungen (2) eliminirt. - Itiese Gleichung (l) wird eine 
in t identische Gleichung, wenn man sich tiie Wcrthe von x und y 
aus (2) in dieselbe suhslituirt denkt, ln dieser lelzleVu lly|>othese 
kann man daher die Gleichung (1) so oft nach I dillerenziren, als 
man will, und erhält dadurch immer wieder in Rücksicht auf t 
identische Gleichungen. 

ItifTet'enzirl mau die gegebene, in / Identische, Gleichung ein 
oder zwei Mal nach /, so dient die gegebene Gleichung als Delitii- 

tion von y, die erste ÜilTereiilialgleicbung dient, um ^ = y , und 

die zweite lKHerentialgleichung, um ■— = y" 'zu bestimmen. 
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Betrachten wir min irgend einen Punkt p tlcr gegebenen 

Curve (r) mit den Coordinatcn : 

• « 

P) x, y, 

wie sie durch die (Heichungen (2) als Kunetionen des dem Punkte 
p entsprechenden Wert lies von t gegeben sind, und setzen unter 
der Annahme, dass dt eine verschwindend' kleine Grösse sei. 
/ dl für l in die Gleichungen (2), so erhalten wir die Coor- 
dinaten eines zweiten dem Punkte p unendlich nahen Punktes q 



der Curve: 

q) x + x'd t, y + y'dl. 

Die gerade Linie, welche beide Punkte mit einander ver- 
bindet: 

(3) ....... . (X -x)y - (fl»)*» o 



ist die Tangente der Curve in dem Punkte p mit den varia- 
bel Coordlnaten X, ¥. 

Differenzirt man die Gleichung (ij nach l uiul setzt, um ab- 
zukürzen , = m„, ' " = so erhält mau die Differential- 

0X 

gletchung: ... 

(♦) Üb* + «i y = o, 

mittelst welcher mau der Gleichung der Tangente (3) die Ge- 
stalt gehen kann: 

(5) . (X — .r)«„ + ¥ — y)u, = u. 

Die Coordinateu x, y eines Punktes einer zweiten Curve: 

tßj v.== o 

kann man wieder als Functionen einer und derselben unabhängigen 
Variabein t darstellen wie folgt: 

(71 x — f ft), y 

* * * 

Diese Curve geht durch den genannten Punkt p, wenu für 

den ihm entsprechenden Verth von t der Werth von y, .in ti — o, 

gleich ist dem Wertlie von y in v = o. Sie geht überdies durch 

den Punkt q, wenn der Werth von y in ( 4 ) dem Wertlie von y 

in der analogen Piffrmitialgloirlutng: 

’ • • *Vr' + V — o 
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gleich ist. heim die Wt-rlhr von x und x für die beiden Kur- 
ven sind nach (3) und ;'7) einauder gleich. 

Zwei Curven berühren sich i u der ersten Ordnung, 
wenn -sie beide durch zwei unendlich nabe Punkte hindiirehgehen. 
hie Bedingungen einer solchen lierühriiug .sind demuach, dass 
die Werthe von y und y für den Berührungspunkt, ans der Glei- 
chung der einen Curve und aus ihrer IHflereutialgieiehung in die 
Gleichung der anderen Curve und ihre hiflereutialglrichung ge- 
setzt, den Gleichungen genügen. Es haben daher zwei sich be- 
rührende Curven in dein Berührungspunkte diesellie Tangente. 

Betrachten wir einen dritten Punkt r der Curve h -- o, 
dem zweiten q unendlich nahe , dessen Coordinäten : 

r) x 2 xdl -|- x'di\ y + iyilt -f- y'tiP 

aus den Coordinateu des Punktes q dadurch hervorgehen , dass 
man t +■ dl setzt für I, so bemerken wir, dass zur Bestimmung 
derselben noch die hilTorentialgleichiing zweiter Ordnung der ge- 
gebenen Curve u — u erforderlich ist: 

(9) ’ “w*' 1 + 2u 0 ,x'y + + m 0 .t" + u,y’ = u, 

in welcher durch u M , u si , die zweiten partiellen hitferential- 
ipiotieuteu der Fuuctioii u nach den Variabehl x, y ausgedrüekl 
sind. Soll nun die'Curve v — o auch durch diesen Punkt gehen, 
so muss aueh das y" aus der hilfereiitiaigleh'himg zweiter Ord- 
nung : 

(10) .... . v'* + 2 x>/ -f Cny'* + v" + C,y" = o 

dieser Curve dem y" ans der vorhergeiienden hiirerentialgieichimg * 
für den Berührungspunkt p gleich sein. 

Man sagt, zwei Curven berühren sich in der zwei- 
ten Ordnung, wenn sie beide durch drei unendlich nahe Punkte 
hiiidurchgehen. Mail erhält demnach die drei Bedingungen für eine 
Berührung zweier Curven in der zweiten Ordnung, wenn man aus 
der Cieiclumg der einen Curve und ihren beiden Diiferciitialglei- 
rhuiigen die Werthe von y, y, y" in die Glvirhmtg der anderen 
Curve und in ihre beiden DillereiitiaJglciehmigen setzt. 

Ist die zweite, die erste Curve u = « in Her zweiten Ordnung 
berührende, Curve ein Kreis: 

(Ik) . («r — «)* + (* — b )’ — r* =r II, 
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ko nennt man ilm kreis h rü m in nn gek reis, den durch dir Goor- 
diuaten n, l> bestimmten Mittelpunkt il^n Krftninuingsniittelpunkt 
und d«*n itadins r desselben den krtimmungsradius für denjenigen . 
Punkt der Cnrve u = o, in welchem die Iterührnng zweiter Ord- 
uung statt, hat. 

IHe lledingungen ffir len krüinmiingskrebs sind demnach fol- 
gende drei Gleichungen: 

x — «)* + y — !>)' — r ! = r» , 

(J 2) (Tr — «gr-f- Ut — b)y , = o, 

x* +• y * ■+■ (* — a)x** + (y — * b)y'= o , 

ln welchen man sich für y, y , y" die Werthe subKtituirt denken 
muss, wie % sich aus der Gleichung der Curvc (t) u = o lind 
ihren hehlen Oiflcrentialglcichungen (4) umj 0) ergeben. Oie. 
beiden letzten von den Gleic billigen (12) bestimmen die (amnlina- 
ten n, b des krümuningsmiUelpiinkfes . die erste Gleichung den 
kriuninmigsradiiiK. 

Um den krüuiinuiigsinittel|iiiukt der Cgrve u = u für einen 
gegebenen Punkt p derselben in anderer Weis« feslziistellcn, be- 
merken wir, dass die Gleichung jJit Normale der Curvc in dem 
Punkte p, das heiss't der geraden Linie, welche in diesem Puiikte 
auf der Tangente (3) Senkrecht steht, ist: * 

{x — a)x + (1/ — b)y = 0, 

wenn wir mit «, b die variabchi Koordinaten der Punkte der 
Normale bezeichnen. 

Setzen wir in dieser Gleichung x + xdl, y + jf dl resjiective 
für x, y, so erhalten wir dfe Gleichung der im Punkte q errich- 
teten Normale der Clirve 11 =0: 

{(*— — %} + {x , + y' , + {x—ax"+{y~b)y")dl=o. 

und daher die Coordiualen a. b des Schnittpunktes beider .Norma- 
len aus den Gleichungen: 

(* — a)x + {y — b)y = 0, 
x* -f- y* -p- (af — o)x” -(- (y — b)y" = o. 

Oa diese Gleichungen aber gerade die beiden letzten Glei- 
chungen (|2' sind, welche dort die Goonlinatrn des krüiuninngs- 
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mittrlpunktes bestimmten, ro sehen wir. dass zwei auf einan- 
der folgende, unendlich nahe Normalen einer Kurve 
sich in dem Mittelpunkte des Krünlinungskreises 
schneiden, der die Curve in den Fiiss punkten der Nor- 
malen in der zweiten Ordnung berührt. 

Wir werden uns dieses Salzes bedienen, um den Kri’uumungs- 
uiittelpunkl und den krüuuuungsradius eines NormalschuiUes einer 
gegebenen Oberfläche zu bestimmen. 

N 

Es sijt die hi rechtwinkligen Koordinaten x . y , z gegebene 
Gleichung irgend einer Oberfläche: . 

(13) — o, 

uml die Koordinaten eines beliebig angenommenen Punktes p 
auf derseihen: 

i P) x, y, z. 

Alsdann weiss man nach den Auseinandersetzungen im Anfänge 
der dreiundzwanzigsten Vorlesung, dass die Kosinus der Winkel, 
welche die Normale der Oberfläche in dem Punkte p mit den 
Koordinatenasen bildet , sich verhalten wie die partiellen PilTe- 
reiitialquoticnlcn der Function u nach den Variabein x, y , z ge- 
nommen, also wie: 

: “i * “«• 

Sind nun diu Koordinaten eines variabeln Punktes P auf der Nor- 
male der Oberfläche in dem Punkte p: 

P) <i, f), e, 

so hat man die Glcirbuagcn der Normale mit dem varßbeln Fac- 
tor p: 

x — n — pu 0 , 

(H) . . y — b = pu,, 

z — c = pu,. 

Eine Ebene A — u beliebig durch diese Normale gelegt, sehnei- 
*del die gegebene Oberfläche u = u in einem Nor mal schnitte 
des Punktes p auf ihr. Der Nornialsehriilt der Oberfläche ist da- 
her gegeben dnreh die beiden Gleichungen : 

(iS) i . I as \A“e=z fl. 



Digitized by Google 



346 



. Aclilundzwanzigste Vorlesung. 



Kiew beiden Gleichungen ersetzen wir zur Aulrechthaltung 
der Symmetrie durch drei Gleichungen mit der einen unabhängigen 
Variabein <:■ * M 

(16) ,t = /\Y) v y — rp (/), r = t p(l), 

indem wir die Eunctioii x ~ f[t) beliebig wählen, die. beiden an- 
deren aber y = (7) uns, narb Substitution von x—pj) 

in die Gleichungen (15) gesetzt, aus ihnen berechnet vorstellen. ■ 

Dieses vorausgesetzt, sind mm die Coordiiialeu eines dem 
Punkte p unendlich nahen Punktes q auf dem Norma}gchnitl: 

q) . . . ar-f- x'dt, y -f- y'dl, z + z'dl, 

und demnach: 

(17) (zr — a)x + (y — b)y' + (z — c)z' = o 

die Gleichung der Ebene, welche im Punkte p senkrecht steht 
auf der Verbindungslinie pq der beiden Punkte p und q, das ist 
der .Normalebene des Normalschniltes im Punkte p.. In ihr liegt 
die Normale (14) der Ohertläche, weil sie ebenfalls eine Normal- 
ebene der Oberfläche im Punkte p ist; was auch daraus erhellet, 
dass sich die Gleichung (17) zusanunensetzen lässt aus den Glei- 
chungen (14) der Normale, da man durch Differentiation der in 
l identischen Gleichung u - - o hat: 

(I«) «v* + u >y + H t z = °- 

Die Gleichung der Normalebene (17) des Normalsrhnittes (15) 
geht über in die Gleichung der Normalebene desselben Normal- 
srhuitles im Punkte q , wenn mau setzt l -f- dt für l: 

[X+x'dt—fl (x'+x'dl +J/+y <lt—byy'+y'dt^z-\-z’dl -c)(z+z"dtWo, 

und wenn mau entwickelt mit Vernachlässigung der zweiten Po- 
tenz von dl, iu: 

{(.r — a )x+{y-b)y'+(z — c)z} 

(19) 

+ {.c'’ + y'’+ + ,'x—(i)x~+ (y— %"+(* -c)z” } dt—o. 

Sowohl in der Ebene (17) als iu der Ebene (19) liegt der Krüm-- 
mungsmiltelpunkt des Normalselmilles. Deun die beiden Ebenen 
schneiden die Ebene des Normalschniltes iu zwei geraden Linien, 
welche zwei auf einander folgende unc|idlicb nahe Normalen des 
Normalschniltes sind. Zieht* mau datier die Gleichung (17) von 
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der Gleichung (19) alt , so erhält man die Gleichung einer . 
Ebene : 

(20) x l + y* + z' 4 ■ (x — a) x" + y — b)y" + (z — c) z" — o, 

welche ebenfalls durch den krümmungsmittclpunkt des Nerniid- 
schuitles geht. 

" Wir haben nun die. Eben# (an) und die Normale (14) der 
Oberfläche, welche beide durch den krümmtingsmittelpunkt des 
Norinalschuitles gehen. Der Schnittpunkt beider wird der krüiu- 
ninngsiuittelpunkt des .Norinnlschnittcs sein. Um ihn zu bestim- 
men hat mau seine Koordinaten a, b, c zugleich mit dem Werthe 
von ft aus den vier Gleichungen (20) und (14) zu berechnen. 

Substituiren wir zu diesem Zwecke (14) in (20), so erlial- 
ten wir: 

- . *. , * x» + y* + 1‘» 

” 'v [ " 4- _ 

uiid wenn w ir diesen Werth von ft substituiren in (14), so geben 

jene Gleichungen die Goordinaten a, b, c des Mittelpunktes der 

kriunmung des \onnalschnitles. 

« 

Dem angegebenen Werthe von u werden wir jedoch eine 
. andere, leichter aufzufassende Gestalt geben mit Zuziehung der 
Gleichung, welche wir durch zweimalige Differentiation der in l 
identischen Gleichung u — o erhalten. Bezeichnen wir zu diesem 
Zwecke mit u m , u ol , die .zweiten partiellen Differential- 

ip'mtienten der Function u nach den Variabeln x, y, z genommen, 
und, um weiter abzukürzen, mit <p{x, y, z’) den Ausdruck: 

(21) cp(x., y, z) = u Kl x' , + u n y'+ u„i'’4- 2»/„y'z'4-2K„zV4-2u 0l .ry, 

so erhalten wir durch zweimalige Differentiation der Gleichung 
u = o nach 1: . . 

(22) <P ix, y, z) 4- Ugx" + u,y" 4- u,z" — o, 

* und daher den Werth von ft: 

.r’V 4- ,/ 1 4- : 2 
• ft — , — 

• tp(x, H , x) . »• 

als einen Ausdruck der Goordinaten ’x'dl, y'dl, zdi des Punk- 
tes q iu dem rechtwinkligen parallelen Koordinatensystem, dev 
seil Ursprung im Punkte p .liegt. Bezeichnen wir daher mit 
o.jS, y die Gaisinus der Winkel, weirhe die Tangente pq des 
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Nnrinalschnitlrs im Punkte p mit den Coordinatenaxen bildet, so 
haben wir: ” * 

(23) • I“ -= 'V'V'V 

y>(«, p, y) 



Setzen wir diesen Werth von p in (14) ein, quadriren die 
einzelnen Gleichungen und addiren sie, so erhalten wir das Qua- 
drat des Krümmungsradius r desPNorundsehuiltes und daraus: 



(24' 



r = V + •>* + SQ . 

«Pt«, ß, y>- 



Diese Formel giebt die Krümmungsradien sämmtlicber Nor- 
nialsehnitte der gegebenen Oberfläche u — n in dem Punkte p 
derselben, wenn die Tangente py in der Tangentenebene der 
Olierflädie sieb uni den Punkt p beliebig dreht. 

Um eine Vorstellung zu bekommen von dem Warbsen und 
Abnehmen der Krümmungsradien der verschiedenen Normal- 
sehnillc der Ubertlärhe in dem Punkte p tragen wir die Quadrat- 
wurzel des Krümmungsradius als gerade Linie aid' die Tangente 
des Mnrmalselfiiittrs vom Punkte p aus au)'. Der Kndpunkt y, der 
geraden Linie habe in dem rechtwinkligen Goordiualetisvstem 
mit dem Urs|>rung p die Goordinateu ,r, , y , , z , . Alsdann ist: , 






7 



*1 

vr ' 



Selzen wir diese Wertbe'von «, ß, y in die Gleichung (24), 
so erhalten wir: 

( 25 ) q> (.r, , y, , *,) — jKK’ + «,* + «,’) =0, 

die Gleicbung einer Oberfläche zweiter Ordnung mit dem Mittel- 
punkte p, auf welcher der Punkt y, liqgt. Da *äber der Punkt y, 
überdies noch in der Tangentenebene der Oberfläche u — 0 liegt, 
so bat man ferner : . _ 

(26) u u x, + 11 , y, -f «,r, = 0, 



die Gleichung einer durch den Miltelpiuikl der Oberfläche (23) 
gehenden Fflene. Der Schnitt dieser Khene (26) und der Ober- 
fläche zweiter Ordnung (25). ein Kegelsclmitt , ist der geometri- 
sche Ort des Punktes y,. m 

Man braucht daher nur die Halbmesser dieses KbgelScbnittes 
ZH kennen, um die Krümmungsradien der Normalsrhnltle Jer 
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gegebenen- Oberfläche u ~ o zu bestimmen. heim dir Quadrate 
der Halbmesser sind eben die Längen der krümimuigsradien der 
Normalsclmilte, für welche die Halbmesser Tangenten sind. 

Diese Bemerkung kann dazu dienen, Sätze über Halbmesser 
eines" Kegelschnittes in Sätze über Krümmungsradien der Normal- 
srlmitte einer Oberfläche in einem gegebenen Dünkte derselben 
zu übertragen. 

. So wissen wir zum Beispiel aus* der lünlimdzwanzigsten Vor- 
lesung, „dass die Summe ‘der reeiproken Quadrate zweier auf 
einander senkrecht stehenden Halbmesser eines Kegelschnittes 
eine cunstanle Grösse ist“, woraus unmittelbar, der Satz hervor- 
geht: 

Die. Summe der reeiproken Krümmungsradien 
rw e i e r a u f e i n-a n d e r in e i n e m g e g e b e n e n P u n k t e einer 
Oberfläche senkrecht stehenden Nornialschnitte ist 
ein'c-const a nie Grösse. 

Denken wir uns ferner den durch (25) und (26) gegebenen 
Kegelschnitt auf die Hauptaxen desselben bezogen : 




so bezeichnen r 0 und r, die Krümmungsradien derjenigen Nor- 
ipalschnitte, deren Tangenten in die Hauptaxen des Kegelschnit- 
tes fallen. Ist nun r der Krümmungsradius irgend eines ande- 
ren Normalsrhnittes, der mit den genannten beiden auf einander 
senkrecht stehenden Nonna|#elmiUen die Winkel a und ß bildet, 
so ist der diesem Krümmungsradius entsprechende Halbmesser 
des Kegelschnittes gleich yr. und daher die senkrechten Dro- 
jectionen des im Punkte x, y des Kegelschnittes endigeudeu Halb- 
messers auf die Hauptaxen des Kegelschnittes: 

x = ]/ r . cos ä . tf — y r . cos ß. 



Setzen wir aber diese Werthc von x und y in die Gleichung des 
Kegelschnittes, so erhalten wir die llelation von fitiler zwischen 
den drei Krümmungsradien der .Nornialschnitte der Oberfläche: 



(27) 



+ 



cos* fl 1 



•Wir werden jetzt xlen krünmitmgsiuiUrlpuukl-Mttd den Krüm- 
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mungsradius oinos schiefen aber ebenen, durch den lhinkl p ge- 
henden, Schnittes der Oberfläche u — n bestimmen. 

Wir kftunen , ohne den schiefen Schnitt zu beschränken, 
annehmen, dass derselbe durch den vorhin hezeichneten Punkt q 
gehe. Ilenn der Normalschnilt der Oberfläche lässt sich lim die 
Normale der Oberfläche' so drehen, dass der Punkt q desselben 
in «len schiefen Schnitt fällt. Wir bringen diese beiden Schnitte 
der Oberfläche mit einander, in Verbindung, um den krüiiimoggs- 
radius des einen durch den anderen anszudrücken. 

Wenn nun A, = o die Gleichung der , die Oberfläche u = o 
in schiefer Richtmig .schneidenden . Ebene ist , so haben wir für 
den schiefen Schnitt die (Bleichlingen: 

(58) u = o, A, = o , 

welche wir uns durch drei Gleichungen von der Form (16) mit 
der unabhängigen Variabein / der Art ersetzt denken, dass durch 
Substitution der Wertlie von x, y, z iu die beiden Gleichungen 

(58) «liesen Gleichungen identisch fii / genügt wird. 

Oie Normalebciic des Normalschnittes im Punkte p : 

(59) . ... (x — a)x +• (jr — b)y +'(z — c)z = o 

ist Zugleich - die Normalebene des schiefen Schnittes in demsel- 
ben Punkte, weil die gerade Linie pq gemeinschaftliche Tan- 
gente ist. 

' Aus der aug«‘gehenen Gleichung der Normalehene 29) des 
schiefen Schnittes im Punkte p erhallen wir die Gleichung der 
Normalebene desselben Schnittes im Puukte q . wenn wir Tür t 
setzen t + dt, wodurch die Gleichung übergeht iu: 

{(» — «i x -f [y — b)y + (* — c):'}. 

130) .. . 

+ { y '* + (ar-r*)tf”+ [x— b y '+ (*— c)z"} dl — v. 

lieide Nnrmale.beuen geben durch den krüininungsmiltel- 
puukl des schiefen Schnittes, weil sie die Ebene des schiefen 
Schnittes in zwei unendlich nahen auf einander folgenden Nor-, 
malen schneiden. Hie llHTerciiz beider Gleichungen; 

(31) . . • x*+>j'- 1- :’*+ [X — a) x" +'y— b)y" + {z — r)z“ = o 

ist daher die (Üetchiuig einer 'El'i'nc, welche. durch «len krfini- 
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mungsmittelpunkt dos schielen Solinillos geht, ihr haben deshalb 
die Coordiiiaten n, b, r dos krüniinungsmittelpunktes jenes Schnittes 
zu genügen. 

Wenn wir mit A, B, C die Cosinus der Winkel bezeichnen, wel- 
che die im Punkte p in der Ebene des schiefen Schnittes liegende 
Normale dieses Schnittes mit den Coordiiiatcnaxen bildet, so ha- 
ben wir die Gleichungen der Normale: 

X — n — qA, 

(34) y — b = pB, 

z — c = g C. 

Da auf ihr der gesuchte krümmuugsmittelpimkl liegt, so haben 
wir aus den vier Gleichungen (Hl) und (34) die Werthe von 
n, b, r, p, die Coordinaten des krümmimgsmittelpunktes und den 
krümmungsradius des schiefen Schnittes, zu berechnen. 

Die Substitutionen von (32, in (Hl) geben den gesuchten Werth 
des krümmungsradius: „ 

, _ ** + ,»’* +(-'* 

?-C= A.T"+ Hy" + Cz“ ' 

Uri diesen Ausdruck weiter zu transformiren, wollen wir an- 
Rohmeii , dass die ('•leichuug A t = q der Schnftlehene in der 
Normalform gegeben sei: A , = o,a: ß,y -|- y,z — ö, o. Als- 

dann haben wir folgende drei Gleiclmugen: 

* • • t / . • • \ 

Ax + By- -|- Cz . = o, 
ujc + ti,y' -f n,z =o, 
a,x' + ß,y + y t : = o, 

welche der lieilie nach ausdrückeu, dass die Tangente des schiefen 
Schnittes im Punkte p senkrecht sieht auf der Normale H2), auf der 
Normale der Oberfläche und auf der Normale der die Oberfläche 
schneidenden Ebene A , = o. Da alle drei Gleichungen zugleich 
stallfhulen , so lassen sich zw ei Factoren »« und n bestimmen der 
Gestalt, dass man hat: 

A == m « u + /mj, , 

•• - 0 

B = m it, -| -'iß,, 

. C — mu t + ny t . • 
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S«*tzo»i wir diese Werl he von A, B, C in «len angesehenen Aiis- 
drnek des Krümmungsradius o ein. und bemerken, dass man hat; 

«t«:'' + ßtV" + h '" — o, „ ' 

welche Gleichung aus der 411 / identischen Gleichung : 

A, — o,a ■+ ß,y + y t z — d,~ u 

durch zweimalige IMITerenliaüon gewonnen wird, so erhallen wir; 

*' , + y ' , + *2 

9 ”>\W" + «,!/" + “»*") ’ 

oder mit Rücksicht auf (22): 

x* + + *'* 

Q ' ; j y — I 

V. : ) 

oder endlich mit Rücksicht auf (23' und der ihr vorhergehenden 
Gleichung: 

' * 1 

«■ , mtpia. ß, y) 

Es bleibt noch übrig, den Werth von m in dieser Gleichung 
zn bestimmen. Zu diesem Zwecke niuliiplic.ireu wir obige drei Glei- 
chungen , in welche die Factoren m und n eingaführt wurden , re- 
sjiective mit A, B, C und addiren. wobei der Factor von n ver- 
schwindet, und erhalten: ■ • 

| = m\u„A -f u,B + u,C). 

Da aber der cos cp) des Winkels, den der Krüinnuingsradius r mit 
dem Krümmungsradius p bildet, ist: 

P( „ i r0 _ ** A + « 1 * + t c 

so halten wir: 

~ = «-US ('•(•) V(v* + «t* + “«*)• - 



Setzen wir endlich diesen Werth für — in den zuletzt angege- 
benen Werth tles Krümmungsradius p und vergleichen letzteren 
mit £24)., so erhalten wir: 

33) . ...... v ... p = r eos (rp). 

Da nun der Neigungswinkel der beiden Krümmungsradien zu- 
gleich der .Neigungswinkel der Ebene des Normalselmilles und der «. 
Ebene des sekicfcH Schnittes ist, so drückt die Gleichung (33) den 
Satz anst • 
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Die senkrechte Projertion des Krü in m n ng'sin i 1 1 el- 
ptmkteR eines Normalsrhnitles in einem gegebenen 
Punkte einer Oberfläche auf einen schiefen Schnitt 
der Oberfläche, der dieselbe Tangente in dem g e g e - 
heilen Punkte hat als der Normalsrhnitt, ist der K rüm- 
lnuiigsniit telpuukl des schiefen Schuhte». 



Neunundzwanzigste Vorlesung. 

Krünimungscunen der Oberflächen. 



. . i , • . •• •» - i ■ 

H - • 

Wir haben in. der vorhergehenden V orlesung die Quadrat- 
wurzel aus dem Krümmungsradius eines beliebigen iNormalschnit- 
tes einer gegebenen Oberfläche n = o in einem gegebenen Punkte 
p derselben als denjenigen Halbmesser des dureli die Gleiebuo- 
gen (25) und 126) : 

( 1 ) . . . . . <p{x,^, + .u* + «*') =- .. ..- 

(2) ...... . .. . . «o* + u,y -K *i* =* • 

gegebenen Kegelselmittes dargestellt, der den Nornialschnitt in 
dem gegebenen Punkte p berührt. Diese Darslelhingsweise haben 
wir dazu benutzt , um Sätze über Halbmesser eines Kegelschnit- 
tes auf Krümmungsradien der Normalschilitte einer Oberfläche 
in einem gegebenen Punkte derselben zu übertragen. Der be- 
deutendste Satz über die Halbmesser eines Kegelschnittes ist der, 
„dass die Maxima oder Minima der Halbmesser eines Kegelschnit- 
tes die halben Hauptnxru desselben sind und dass diese auf ein- 
ander senkrecht stehen.“ ('übertragen jvir diesen Salz nach dem 
angegebenen Prinzipe auf die Krümmungsradien der Norinalsehiiitte, 
so gebt daraus der Satz hepcor: 

Dre Nor ui also h nifto ' einer Oberfläche in einem 
gegebenen Punkto derselben', deren K rnmmiliigsra- 
dien Maxtina oder Minima- sind, stehen auf einander 
senkrecht. 

H «•»»*•, Analyl. Gcomelr. 33 
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Wir werden diese*, in der Theorie der Oberflächen wiehtig- 
slen, Satz noch besonders beweisen mit Hülfe der Hegelu für die 
llcrleitiiiig der Maxima mul Minima der Funrtionen, wie sie die 
Differentialrechnung lehrl. 

Zu diesem Zwecke siirhen wir das Maximum oder Minimum 
des in der vorhergehenden Vorlesung! in <24- ausged rückten Krüm- 
mungsradius r des Normalsrhnitles: 



(») 



t / (" u , + » l * + «.»i 
<?(<*, ß . r) 



i>a der Zähler dieses Ausdruckes eine Constante ist. die nur 
ahhäugt von der Lage des unveränderlichen Punktes p auf der 
gegebenen Oberfläche, so wird r ein Maximum oder Minimum 
nur wenn cp (w, ß , y) ein Minimum oder Maximum wird. Es han- 
delt sieh also darum, die Function cp «. ß, y) der variabetn Co,«i- 
tms a, ß, y <ier Tangente des Normalschnittes zu einem Minimum 
oder Maximum zu machen , während zwischen deu genannten 
Cosinus die beiden Bedingungsgleirhungen ltestehen: 



(4^ «* -f 0 * + y* — i = « • 

( 5 ) Wo“ + “i£ 4- ««y == «• 



lim diese Aufgabe zu lösen, schreibt die Diflereniialrerhaung 
vor, aus der gegebenen Funrtion und aus den, rcspertive mit — 1 
und 2|s mnltiplirirten . linken Tlieilen der beiden Hedingiingsglei- 
chuugen den Ausdruck zu bilden: 

(6) cp[a, ß, y) — !(“' + ß > + y* — I) + 2g 'V + u,ß -f utf). 

und das Minimum oder Maximum dieses Ausdruekes so zu be- 
stinuuen, als ob sowolik a, ß, y als aueli i und g von einander 
unabhängige Variable wären. Ilie Werthe der Variabein, »eiche 
die rompnnirte Function ’6) zu einem Miniinmn oder Maximum 
machen, machen dann auch die Function cp a, ß. y unter den 
Bedingungen 4) und ö) zu einem Minimum oder Maximum. 

Setzen wir mm, um das Minimum oder Maximum der Funk- 
tion 'fi} nach deu bekannten Hegeln fesUnslellen , die partiellen 
hilVcreHtiah|uolicnlen der Function 6 nach den 5 Variabeln ge- 
nommen gleich <i. so crlialtcn wir die CWielmogen : 
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<p («) — 2 ka + 2,uh„ = o, 

<p'(ß) — 2 kß + 2(111, = o, 

cp’iy) — 2 ky + 2(iii, -- o, 

+ u,ß + u t y == o. 



lind dir Gleichung (♦), welche zur Bestimmung der Werllie der 
5 Variabein dienen. 

Entwickeln wir das in Rczichuug auf die Enlu-kauntcii a, ß, y, u 
lineare homogene System Gleichungen (7) : 



i N « " 


k)u + 


«olß 


+ >w 


+ 


“*** = 


0. 


«10« 


+ 


(«II — 


l)ß + ".»y 


+ 


«if» == 


o, 




+ 


"«10 ■ 


1 

+ 


+ 


u tl i = 


n. 


u„a 


+ 


"iß 


+ «»y 




== 


o. 



und rliminiren die genannten IJnhekanuten . so erhalten wir die 



in 1 quadratische Gleichung : 

" 00 ^ ’ 11 01 • 11(1* » «0 

"lO* w ll G "lt> "l 

(9 * = o. 



"* 0* f *1l' "«* "f 

o 

• t 

welche den Beweis liefert, dass die Krümmungsradien der !Nor- 
malschnilte zwei Maxima oder Minima haben. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung drücken sich nun so- 
gleich die Maxima oder Minima der Krümmungsradien der Nor- 
malsrhnitte aus. Denn multipliciren wir die drei ersten Gleichun- 
gen (7) respective mit a, ß, y und addiren, so erhalten wir mk 
Hürksicht auf die letzte Gleichung: 

VI“- ß-y) ~ i == *. 

und daher aus (Al das Maximum oder Minimum des Krümmungs- 
radius : 

<M» r 

Hat man den Werth einer Wurzel k der quadratische» Glei- 
chung (9) ermittelt und damit zugleich das Maxinmm oder Mini- 

23* 
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niuin (los kniiimimigsradiu» (io) Ix-slinmit . so erhält mail ans den 

drei ersten Gleichungen H In linearer Weise die Verhältnisse 

— , — , — der Cosinus der Winkel, welche die Tangente des, dem 
I* C C 

Maximum oder Minimum des Krümmungsradius entsprechenden, 
Normalsrhiiitles mit den Gonrdiuatenaxen bildet , und die Glei- 
chung (V) giebt die Cosinus seihst. 

I'm die Lage der beiden Normaischnille zu einander, \udche 
dem Maximum oder Minimum des krüinnmugsradius entsprechen, 
zu ermitteln, «ollen wir annehmen, dass A, und i, die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung ui seien. Der ersten Wurzel mögen 
die Wertlie a, , ß, , y, , p, , der zweiten die Wert he a t , ß t ,y t , 
von a.ß.y, p entsprechen , welche deshalb in (7) eingesetzt die- 
sen Gleichungen genügen: 



qp'(«i) — 2V. + 2fi«o = 
<p'{ßi) — Mtß, + 2p, u, = o, 
<p'{yi) — + 2p, u, = o, 

+ u,ß, + - ~ °- 



— 2 k,a, -f 2p, «„ = o, 

•Pißt ) — Mtßt + Vt“i = o. 

* 

<p‘(y t ) — + 2p, u, = o, 

u„a, + ii ,ß, + u,y , = o. 



Midtipliciren wir nun die drei ersten Gleichungen des ersten 
Syatemes respective mit <*,,ß,,y, und addircn, multipliciren wir 
ferner die drei ersten Gleichungen des zweiten Syst eines respec- 
tire mit a,,ß,,y, und addiren, so erhalten wir mit Rücksicht 
, auf die unbenutzt gelassenen Gleichungen: 

+ ß,<p'ißn + YtV'iV i) = + ß,ß t + y,y t ). 

a iV( a t) + ß.T'ßt' + YtVift) = + ß,ß, + r,r,)- 

Ziehen wir endlich diese beiden Gleichungeu, deren linke Theile 
einander gleich sind, von einander ah, so erhalten wir. 

o = (1, — l t ) («*,*, -f ß,ß, + y,yj. 

Da nun der erste Factor des rechten Theiles dieser Gleichung 
nicht verschwinden kann, weil X, und X r verschiedene Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (9) sind, so hat man die Gleichung:. 

(•*) “i". + ß,ß, + 7,7, — «• 

Aus der geometrische» Interpretation dieser Gleichung geht 
eben der oben angeführte Satz hervor. • 
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Oie .Normalsrlmitle einer Olicrfläche in einem gegebenen 
Punkte derselben, deren krüunuungsradicu Maxiiua oder Minima 
sind, nennt man Hauptschnitte der Uberfläebe in dem gege- 
benen Punkte. Auf Grund dieser Definition lässt sich der ange- 
gebene Satz auch so ausdrücken: 

Oie Hauptschnitte einer Oberfläche in einem ge- 
gebenen Punkte derselben stehen auf einander senk- 
recht. 

Aus den liedinguiigsgleiditingen (7) für die Cosinus o , ß , y 
der Winkel, welche die Tangenten der Hauplsrhnitlc mit den 
Coordiuatenaxen bilden, gehen durch Elimination von A und y die 
Gleichungen hervor: 

n 0 . «*,, u, 

0«) • «. ß ■ y 

tp'M , <p’ ß ) , ' (p ly) 

k„o + u,ß + u t y s o, , - . .. »«. 

welchen jene Cosinus ebenfalls genügen müssen. 

Pie erste von diesen nietrhimgeu Stellt, wenn man a.ß.y 
als die Coordtnaleu eines Punktes betrachtet in Hinein Conrdina- 
tensystem, dessen Anfangspunkt der Punkt., p ist, einen Kegei 
«weiter Ordnung dar mit der Spitze in p, in welchem die Tan- 
genten, der Hauptschnitte liegen. Oiu zweite Gleichung ist die 
Gleichung der Tangenlruebeiie der Oberfläche im Punkte p. Es 
schneidet daher die Ebene den Kegel in den beiden , auf einander 
senkrecht stehenden Tangenten der Hauptschnitte in dem Punkte p. 

Auf diese Bemerkung gestützt werden wir nun die liediu- 
guugen für eine Curve auf der gegebenen Oberfläche « = o ent- 
wickeln, deren Tangenten sämmtlirh Tangenten der lluti|>lschnitte 
der Oberfläche sind. 

r- ' "v 

Es sei p irgend ein Punkt dieser Curve. dessen Coordinaten; 
-- /»)• •• x. y, z . 

»*ir als zu bestimmende Functionen der einzigen unabhängigen 
Variabelu i betrachten. Pie CooiiHnaleti eines diesem Punkte un- 
endlich nahen Punktes q anf der Curve seien in dieser Vorausse- 
tzung: ' 

q) . . x ■+• .raff, y +• ydl, z -f- s "dl. 
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Die Differenzen: 

dx -= x' dt , dy = ydt, dz = * dt 

* 

sind dann die Coordiaateu de» Dunkles q in einem ('.«ordinale n- 
sysleui, dessen Ursprung im Punkte p liegt. Da nun dieser Punkt 
auf der Tangente des Ilauptochnittes im Punkte p liegen soll, so 
muss die Gleichung (13 erfüllt werden, wenn man in ihr für 
»(, ß, y setzt d. r, dy , dz. Mau lial daher die Differentialgleichung : 

! «, 

dx. dy, d; — u 

tp' (U) . <p'\dy), tp'dz) | 

als Bedingung für die gesuchte Gurre. 

h r ü in in u u gsc ii r r e einer Oberfläche wird diejenige Gurre 
auf der Oberfläche genannt, deren Tangenten sänmitlicli Tangen- 
fcn der Hauptschnille der Oberflädie sind. Ist demnach -u = u 
die Gleichung einer gegeheiien Ohertläche, so ist die Gleichung 
(lä in Verbindung mit der Gleichung der gegebenen Oberfläche 
die Differentialgleichung der Krüminungsciirve auf ihr. 

Man erhält die Gleichung einer Olierfläche. welche die ge- 
gebene Oberfläche in ihrer Krümmiingsrurve schneidet, wenn 
mau die Differentialgleichung der Krümmungsrtirve mit Benutzung 
der Gleichung der gegebenen Oberfläche infegrirt. Da die Inte- 
gralgleichung aber eine willkürliche Gonstante mit sich führt , so 
giebt es unendlich viele Krfiimnungsenrven einer gegeheiien Ober- 
fläche. 

Die Differentialgleichung (15 der Krümmiingsrurve ist zwar 
von der ersten Ordnung, jedoch von dem zweiten Grade. Des- 
halb hat man zwei Systeme Krümmungsciirveii auf einer gegebe- 
nen Oberfläche, deren Ilauptrharaktrr aus ihrer Gonstruclion durch 
die Tangenten der Hau|ilschniltc erkennbar ist. Denn betrachten 
wir die beiden Krümmuiigseiirvcii , welclte durch einen beliebig 
auf der gegebeuen Oberfläche gewählten Punkt gehen, so ist die 
Tangente der einen ki'ünuuuRgseur* e. die Tangente des einen 
Hauptschnilles , und die Tangente der audereu Krümniungse.urve 
ist die Tangente des anderen llau|>lsrhuittes. Da diese Taugeu- 
teil aber auf einander senkrecht stehen, so haben wie den Salz: 
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Die Krümmungsenrven einer Oberfläche sind 
zweifacher Art. Die einen schneiden die anderen 
senkrecht. 

Deshalb wird eine Oberfläche in ihrer ganzen Ausdehnung 
durch die stetige Aufeinanderfolge der beiden Arten Krüinmungs- 
corven auf ihr in unendlich kleine Rechtecke zertheilt. 

Wenn die Oberfläche zweiter Ordnung ist. so lässt, sich die 
Integration der Differentialgleichung ihrer kriiinmungsrurven wirk- 
lich durchffdiren. Wir werden im Folgenden diese Integration 
ansrühren, ton die in der zwciimdzwanzigsten Vorlesung gegebene 
Definition der krümimiiigscnrvcn auf Oberflächen zweiter Ord- 
nung init der allgemeinen auf Oherflächcu überhaupt in Lcker- 
cinstimmung zu bringen. 

Vertauschen wir in dieser Absicht die Buchstaben x,y,z 
mit den Buchstaben ß„,ß,,ß t , und nehmen an, dass die gege- 
bene Oberfläche u = o ein Fllipsoid sei: 

J»* J + _Jl*_ + V - - , = o, 

“o+A#. “| + A„ “; + A„ 

so wird die durch 4 diridirte Differentialgleichung (15) der Kriim- 
mungscurven auf demselben: 

I ft, ß, ft 

*(> + t» ’ «| + A n ' U, + A<> 

dß„. riß , , riß , = 

| dßn _,lß, dß t 

+ "l+t»’' «j + A,, 

eine (.leichung ; welche, nach (45; der zwriuiidzwaiizigstcu Vorle- 
sung durch elliptische (loordiualeu aiisgcdrückt, übergeht in: 

Q { (A, - A, ; B„‘ HA, dl, + (A, - A„) ß.'i/A, «IA 0 + (4 B -i 1 )ß t Vi u di 1 } = o, 

Da nun A" eine gegebene eonataiile Grösse ist, so isf dk„ — o, 
und die zuletzt angegebene Differentialgleichung redneirt sich auf: 

rfA, r/A., = i>, 

welche integrirf gieht: 

A, = Cj oder lj .= (*,. 

Dieses sind aber die Gletchungeu der mit dem gegebenen Kilip- 
soid confucafen Oberflächen. zweiter Ordnung, welche das Ellip 
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soitl nach der erweiterten Itelinilinn der knimmungsrurveu aut' 
Ohcrll-icli. il in den krüiiiiniingscurvcn schneiden. In gleicher 
Weise führt die Diflerctilialgleichuug der krümmiingftriirven auf 
einem der heulen Hyperboloide, ausgedrnckt durch elliptische Ko- 
ordiualeu und iulegrirt, auf die mit ihnen cnnfuealeu Oberflächen. 
Wir können daher mit Iterlil die Krüminuiigscurveu auf oher- 
llachen zweiter Ordmiug, wie in der zweiuiidzwanzigslcn Vorle- 
sung geschehen ist, als die Schuitlrurvcn confocaler Oherllachen 
zweiter Ordnung erklären. 



Monge nennt krümmungscurreu auf einer gegebenen Ober- 
fläche die stetige Aufeinanderfolge von Punkten, Tür welche die 
unendlich nahen Normalen der Oberfläche sich schneiden. Wir 
w erden durch den Kabul Nachweisen, dass diese Alt Curveu 
mit den in dem Vorhergehenden deßnirten krümmungscurven 
zusaiumenfallen. 

Wenn wir mit x, y, z die Koordinaten eines Punktes p auf 
der gegebenen Oberfläche u — u bezeichnen, so halten wir die 
Gleichungen der Normale in diesem Punkte: ... ... . 

* — « = f*« 0 - 

( 16 ) y — b = /»*,, 

Z — C = ft«,. 

Setzen wir in diesen Gleichungen für x, y, z die Koordinaten 
x + ilx, y + rfy, i + dz eines dem Punkte p imendlich nahe 
liegenden Punktes </ der Oherllärhe . so werden die Gleirlmngen 
der Normale in dem Punkte //: 

x + dx — a = r(t/ n + rfu 0 ), 

(17) ....... y + dy — b = v{u, + <&,), 

z + rfr — e = v(«, + rfn,), 

wenn wir annehmen, dass durch jene Substitution p in c über- 

gehe. 

Sollen sich diese beiden Normalen schneiden, so müssen ge- 
wisse Werlhe von a'b.t den beiden Systemen Gleichungen zu 
gleicher Zeit genügen. Zieht man daher unter der Voraussetzung, 
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dass a, b, c diese Werthe haben , dass ersle System Gleichungen 
von dem /weilen ab, so erhält man die Bedingtingsgleichttiigeo 
für den Punkt q : 

dx + (p — v) «„ — vdu = o, 

dy -f (p — ¥) u, — vdu l = o, 

dt + (f* — v)u t — vdu t ~ o, 

ans w elchen durch Elimination der Unbekanuteu (ft — v) und — v 
die Differentialgleichung der Curveu von Mouge hervorgeht: 

Bemerkt man aber, dass mit Vernachlässigung der höheren Po- 
tenzen von dx, dy, dz ist: 

du„ — u m dx + u„,dy + n„dz = | ip'(dx), 

(W) . . . d«, = n ui dx + u„dy + u„dz == \<f>'[dy), 

du, = u„dx + u„dy + u„dz = \<U). 

so sieht man, dass die Differentialgleichung il5) der Krüinmungs- 
ciirven mit der Differentialgleichung (18) der Curven von Monge 
votlkninmen ftbcreinstimmt. 





“i. 


u. 






dx. 


dy. 


dz 


= o. 




du„ . 


du,. 


du t 




, . < 



V t 
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Dreissigste Vorlesung. 
Das Theorem von Dupin. 



ln der vorhergehenden Vorlesung haben wir durch den Gaicul 
nachgew iesen, dass sich die drei Systeme confocaler Oberflächen zwei- 
ter Ordnung hi ihren Krümmuugseurven schneiden, Diese drei Sy- 
steme Oberflächen zweiter Ordnung schneiden sich senkrecht. Die 
Erörterung der Frage , ob diese drei Systeme Oberflächen zwei- 
ter Ordnung sich in ihren Krüinmungscurven schneiden , weil 
sie sich senkrecht schneiden, und die Erweiterung der Frage 
auf allgemeine Oberflächen fuhrt zu dem Theorem von Dupin: 

Wenn drei Systeme Oberflächen so beschaffen 
sind, dass durch jeden Punkt desRaume.s eiue Ober- 
fläche aus jedem der drei Systeme hin durchgeht , 
und wenn sich jene drei durch deu beliebigen Punkt 
des Raumes gelegten Oberflächen immer senkrecht 
schneiden, so schneiden sich die drei Systeme Ober- 
flächen gegenseitig in ihren Krümmiirigscurveu. 

Aus diesem Theorem folgt dauu ohne Weiteres, dass die 
drei Systeme confocaler Oberllächen zw:eiler Ordnung sich gegen- 
seitig in ihren knimniungsrorveit schneiden, weil sie sich senk- 
recht schneiden. 

Wir werden die Bedingungen des Theoremes analytisch fest- 
stcUen, hierauf aus den Bedingungen weitere Folgenmgeii ziehen 
und letztere dazu benutzen, um das Theorem selbst zu beweisen. 

Ein System Oberflächen ist im Allgemeinen durch eine Glei- 
chung zwischen den Coordinalen eines beliebigen Punktes und 
einer willkürlichen Gunst, mir gegeben. Diese Gleichung können 
wir uns nach der willkürlichen tarnst ante aufgelüset denken, und 
demnach annehme« , dass die drei Systeme Oberflächen durch 
ihre Gleichungen in der aufgelösten Form gegeben seien: 

(l) u = X°, v = A\ w = A ', 

indem wir unter «, v, m irgend welche Functionen der Goordina- 
teu x, y, z verstehen und unter A", A\ X" willkürlich« Goustaiiteu. 
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ln dieser Voraussetzung sirul die Bedingungen des Tbeoremes: 

«„«'(.+ ®|W| + ».»«=» o, 

(!) «'««(,+ «'l«t + "V'» = o , 

<V’„ + «i"i + u,v t = o, 

«Mm wir mit u, , u t . . . die partiellen Oiflereutialquotientcn 
der Functionen «... nach den Variabein .v , y, x bezeichnen. 

Es sind diese Gleichungen identische Gleichungen, weil sie aus- 
drÜ4‘ken , dass die Normalen der drei durch einen beliebigen Punkt 
lies Kaiunes gehenden Oberllächeu in diesem Punkte auf eiuander 
senkrecht stehen. Man kann daher jede von diesen Gleichungen 
partiell nach einer der Variabein differenzlren , wodurch inan wie- 
der identische Gleichungen erhalte 

* • « 

Aus der ersten von diesen Gleichungen geht, wenn man mit 
"ai- r xX’ w xi die- zweiten partiellen l)iflereutial<|uotienten der Fuuc- 
I innen u, v, w bezeichnet, folgendes System hervor: 

(®W*®0 + ®l»*'l + ®»»t) + («’oO»o + «'■»«'! + *>, n * 2 ) = o, 

(»„,», + ®,|», + »„*>,) + (w„»o + + w„® f ) = o, 

(««.»• + w u*'i + *«»,} + Kt®» ± »,,®i + »„*,) — o. 

Zw ei andere Systeme Gleichungen erhält mau auf gleiche Weise 

durch ilitlcrentialioii der zweiten und dritten Gleichung (2).. 

4’ • . . . , 

lim diese drei Systeme identischer Gleichungen in einer über- 
sichtlichen Form darzustellen, führen wir nach der Analogie von 
'21 ) der aclilundzwanzigeten Vorlesung die Bezeichnungen ein: 

* •% 

9K<* «, = « 00 « 0 ! + »||«| , + «„«*’ + 2«.,«,a t + 2u ro a,n 0 -|- 2« 01 a„«„ 

(*> ,i W«,., a„ *,) =tt> IH) o 0 *+e 11 « l , + e„(i, ! -f2»„a l o,+2» TO o f « 0 -f-2t)„, « 0 n„ 

*(«o. « i , +» 1 1 « i ’ + '«'«''»* t a * + 2,i 'K. li i i. 

mit deren Hülfe wir jene drei Systeme identischer Gleichungen nach 
Multipiicalion mit dem Factor 2 also darsteifen: 
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4* 2>«) = "• 

9’(»i) + afW = «. 

+ *(•»»} — ». 

*'(“») + 9 "’•) — . «< 

(♦) jf>i) + »>'(».) = ö. 

*'(“») + ?>,) = ", 

¥>>o) + VS) = o. 

9>'(»i) + 1»>i) = », 

<P>.) + = ° 

Wir führen ferner, um abzukürzen, die Bezcichmuigeu ein: 

0(v, w) = b 0 <p'(k>o) ■+• i’.qoV»,, + v t ip' {*>,), 

(ä) W(w,u) = + w,v' «|) + 

* * N * • ( -• 

, X(u, v) == «„ m) + UiZ>j) + 

wobei zu bemerken ist, dass: 

16 ) (», w ) — d>iw, r) , ’F\w, ii) =; ’f f («, w) , ,f(u, ») = J'(p, i»). 

Ans den Gleichungen (4) setzen wir nun folgende zusammen: 

V / w, m) + A'(p, n) *= o, 

(7) . . Ä(u, v ) •+■ <f> oe, p) = o. 

, <£>(*’. *") •+■ V(u,w ) = q. f , . 

Die. erste von diesen Gleichungen erhält man nämlich, wenn mau 
die drei Gleichungen des ersten System es ( 4 ) der Reihe narb 
mit u„, u, , u, multi[>lirirl und addirt und so weiter. 

Addirt man zwei von diesen Gleichungen und zieht die drille 
ab, so erhält man: 

(6) . . . . <t> (v, rr) = o, V(n>, 11 ) ~ u, X(h, v ) = o. 

Diese drei Gleichungen zugleich mit den drei Bedioguugs- 
gleichungen (2) des oben angegebenen Theorenies werden nun dazu 
dienen dasselbe zu beweisen. 

Den Beweis des Theorenies werden wir in der Welse führen, 
dass wir zeigen, wie die Gleichungen: 

(9) ......... u se A", V — k', 
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welche den Gleichungen (2) lind deshalb den Gleichungen \k) genügen, 
auch cliT Differentialgleichung (16) in der vorhergehenden Vorle- 
sung der kriininiungscurve der ersten Oberfläche u = A° genügen. 
Wenn wir demnach mit K deu Ausdruck bezeichnen: 

1 «>. «i, it f | 

(10) K = J dx, dy, dz i , 

, | qp\dx), <p\dy), cp {dz) j 

der entwickelt die Gestalt annimint : 

(11) K={tt t dz — u,dy)<p'(dx)+{u t dx — u B dz)cp [dy)+[u B dy — u l dx)cp'{dz'), 

so werden wir nachzuweisen haben , dass unter Voraussetzung der 
angeführten Gleichungen (9), (2) und (8) dieser Ausdruck K ver- 
schwindet. 

DitTerenziren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (9). so 
erlialten wir: 

u„dx + u,dy ■+• n , dt — o, 
i\,dx + v, dy + v t dz — o, 

* f ’ • 

zwei Gleichungen, welche, mit den beiden ersten Gleichungen (2)r 
«A + u i’»i + “«*’* = <>f 
e„»’ 0 + v ,a>, + v t tv t = n 

verglichen, beweisen, dass dx : dy : dz = n> 9 : w t : w, oder dass: 
dx = Xrr 0 , dy = Aw,, dz s= H n> 3 . 

Setzen wir die Werlhe in den Ausdruck (ü), so erhallen wir: 

K , ' , • 

= {«, u,w, )<p (tP 0 ) + (u t W 0 — U 0 n’,)cp !>’, )+ («V», — », »’o'<P (»’,)■ 

Bestimmen wir endlich die Verhältnisse von c„ : r, : v t ans 
der ersten und letzten Gleichung (2), oder mit Einführung eines 
unbestimmten Factors u jene Grössen seihst: 

u, w, — u, w, = y v 0 , u, w 0 — u 0 m, — p r , , «„«>, — ü, »>„ == 

K 

und setzen diese Werthe in den zuletzt gegebenen Ausdruck für ^ 
ein, so wird auf Grund der Bezeichnungen (6): 

(12) . K — y.X l ® v, w). 

Da aber nach (8) <P(», >v) verschwindet, so Verschwindet auch k\ 
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Wir gaben schliesslich noch einen zweiten Beweis des Du pin- 
selten Theoreme* gestützt auf Knordinatentransrormalion. 

Wir gehen wieder von den drei Systemen Oberflächen (I) aus, 
welche den Bedingungen (2) des Theoreme« genügen , woraus die 
(Gleichungen (8) eine unmittelbare Folge sind. Wir betrachten aber 
in den (Gleichungen (I) die willkürlichen Konstanten A“, A\ A" als 
die Goordtuaten desjenigen Punktes, im Raume, dem die recht- 
winkligen Koordinaten x , y, z durch die (Gleichuiigeu (l) enlspre- 
chen, und stellen den Ausdruck (10) A', der gleich o gesetzt, die 
Diflereulialgleirbuug der krünnmmgscurve der gegebenen Ober- 
fläche u — A" ist, als eine Function der Koordinaten A®. A', X" und 
ihrer Piflercutialcn dX°. di, <IX" dar. Wenn wir diesen so trans- 
formirten Ausdruck K gleich o setzen, so erhalten wir die llifl'ereu- 
tialgleichung der krümimmgscnrveu auf der gegebenen Oberfläche 
in einer integrirhareu Form, und können daraus die Gleichungen 
der Oberflächen selbst ableiten, welche die gegebene Oberfläche 
in ihren krümmungsrurven schneidet. Fs wird sich dann zei- 
gen , dass die hergeleileten Oberflächen gerade diejenigen sind, 
die durch die Gleichungen » = A' und »> = A" mit den willkür- 
lichen Constanten A” und A" analytisch ausgedrückt werden. 

Die drei Gleichungen (t) gehen nach den rechtwinkligen Koor- 
dinaten aufgelöset die Werlhe derselben als Functionen von 
A®, A', A". Differeuziren wir diese Gleichungen, um auch die Dif- 
frrrnliahpmtieuten der rechtwinkligen Koordinaten auszudrückcn, 
so orhalten wir: 

u„dx + u,dy + u t dz = dX a , 

( 13 ) v„dx + v,dy + v,dz = di, 

n>„dx + dy -|- w,dz = dX". 

Dieses System von linearen Gleichungen haben wir nach 
di r, dy, d: aulzulösen. Wir behaupten, dass die aufgelösten Glei- 
chungen folgende sind:' 



dx u„ 


di« 

V 


+ 




dX' 

V 


+ 


IT 0 


di' 

ff-' 


dy — ii, 


rfA“ 

U 


+ 


V, 


di 

V 


+ 


7I» ( 


rfl' 
H ' 


dz = M. 


rfA“ 

U 


+ 


«V 


rfA' 

V 


+ 


*’* 


rfA" 

H ’ 
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wenn wir, nin abzukürzen, setzen: 





V = 




+■ 


(15) .... 


. . . . V = 


+ »i* 






W = w* 




+ < 



heim setzt man die Wcrthe von dx, dy, dz aus ( 14 ) in (13) ein, und 
vergleicht auf beiden Seiten der Gleichungen die f.ocflicienten von 
dl", dl' , dl", so erhält mau neun Uedingungsgleiclumgen, von web 
dien drei von selber erfüllt werden, während die sechs anderen 
mit den Gleichungen (2) Übereinstiminen. 

Ilm nun die Determinante 10; A' mit Hülfe von (14) leichter zu 
Iraiisformiren , bilden wir die Determinante D: 



I «0, «i. ", 

( 16 ) D = ! »o. ”, • 

n> 0 , 

und stellen das Product h'D beider Determinanten als eine Determi- 
nante dar, welche mit Itürksicht auf fl 5) , 13) und (2) die Gestalt l 
erhält : , 

| V, n, o , 

h n= j dl n , dl', dl", 

d»V( Mo)+dv<J>'(«<i) dx <p'(o„) -J- dy 9(1’,) da.<p(w a ) +dyy>'(u>,) 

+ d: + dz 9(1',), +dz <p'(w t ) 

o<ler kürzer: 



( 17 ) v\ 



dl', 

dx dy (p'(r, )+ du ?'(»,), 



dl" 

d.r qp’(«>n) + dy tf>'(u!,)-\-di 9( w, ) 



Mnltiplirircn wir, um dieses Product weiter zu vereinfachen, die 
Gleichungen (14) der Heihe narb mit 9 (e,), <p (»,), 9 (»,). oder mit 
9 (tr 0 ), 9 (w,), und addiren, so erhalten wir auf Grund der 

Gleichungen (8) und mit Itürksicht auf die Bezeichnungen (5) : 



d.r 91»») + d»9 (*>,} + dz <p'(v t ) = — dl' -f 



*“^dl°, 



dx<p\n > „) +dy<p\w x ) + dz<p\w,) = { u". 
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Hiernach grill dir Differentialgleichung K = o drr Krüm- 
drr Oberflächen « = d. 0 , für welche A° eine On- 
stanlr ist , über in: 

dl' dl" = o. 



Hlrichung inlcgrirt gielil l' »drr i" gleich einer willkür- 
lichen Constanten. 






f 
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